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Balkenbiegung: Biegelinie        Literatur: Hauger, Schnell und Groß. Technische Mechanik 2  (Elastostatik),  4.5.2 

I. Balkendifferentialgleichung 4. Ordnung 

Verlauf der 

neutralen Fa-

ser eines ge-

bogenen Bal-

kens ("Biege-

linie") berech-

net sich entweder aus der Gleichung 

( ) ( )z zEI w x M x    ,   (1) 

wenn das Biegemoment als Funktion der Ko-

ordinate im Voraus bestimmt werden kann  

(d.h. für statisch bestimmte Systeme), oder aus 

der Balkendifferentialgleichung 4. Ordnung 

 ( ) ( )zEI w x q x  .   (2) 

Diese Gleichung kann auch an statisch unbe-

stimmte Systeme angewandt werden. Die vier 

Integrationkonstanten müssen aus vier Rand-

bedingungen bestimmt werden. 

II. Beispiele 

Wir untersuchen drei gleiche Balken konstan-

ter Biegesteifigkeit EI unter konstanter Stre-

ckenlast 0q  bei unterschiedlicher Lagerung. 

B1. Dieser Kragbalken ist statisch bestimmt. 

Man könnte zunächst 

den Momentenverlauf 

berechnen und dann 

Gleichung (1) anwen-

den. In den meisten Fällen ist es aber einfa-

cher, die Gleichung (2) zu benutzen: 

0

IVEIw q . 

Ihre vierfache Integration ergibt: 

0 1EIw Q q x C     , 

21
0 1 22

EIw M q x C x C      , 

3 21 1
0 1 2 36 2

EIw q x C x C x C     , 

4 3 21 1 1
0 1 2 3 424 6 2

EIw q x C x C x C x C     . 

Die Randbedingungen lauten: 

(0) 0,w  (0) 0,w   

( ) ( ) 0,M l EIw l   ( ) ( ) 0.Q l EIw l    

Aus den ersten beiden folgt 3 0C  , 4 0C  . 

Die letzten zwei Randbedingungen lauten 

0 1 0q l C  , 

21
0 1 22

0q l C l C   . 

Daraus folgt 1 0C q l  , 21
2 02

C q l und damit 

 
2

0 2 21 1 1
24 6 4

( )
q x

EI
w x x lx l   . 

Die maximale Absenkung 

wird im Endpunkt erreicht 

und ist gleich  

 
2 4

0 02 2 21 1 1 1
24 6 4 8

( )
q l q l

EI EI
w l l l l    . 

B2. Auch dieser Balken ist statisch bestimmt 

gelagert. Dennoch ist es auch in diesem Fall 

einfacher, die Gleichung (2) zu benutzen. Da 

die Streckenlast dieselbe 

ist, wie im Beispiel 1, ist 

auch die allgemeine Lö-

sung dieselbe. Der einzi-

ge Unterschied liegt in den Randbedingungen: 

(0) 0w  , ( ) 0w l  , (0) 0M  , ( ) 0M l   .  

4(0) 0EIw C  ,     2(0) 0EIw C   , 

4 31 1
0 1 324 6

( ) 0EIw l q l C l C l    , 

21
0 12

( ) 0EIw l q l C l    , 

1
1 02

C q l  , 31
3 024

C q l . 

Die Biegelinie ist 

 

 0

4 3 31 1 1 1
0 0 024 12 24

4 3 3

24

( )

2

  

  

EI

q

EI

w x q x q lx q l x

x lx l x
 

Die maximale Durchbie-

gung wird in der Mitte 

/ 2x l  erreicht und ist 

gleich  

 
4

0 04 4 4 51 1 1
24 16 4 2 384

( / 2)    
q q l

EI EI
w l l l l . 

B3. Der unten abgebildete Balken ist statisch 

unbestimmt gelagert. Schnittlasten (unter ande-

rem das Biegemoment) können daher nicht 

allein aus den Gleichgewichtsbedingungen 

berechnet werden. Die Benutzung von Glei-

chung (2) ist in diesem 

Fall der einzig mögliche 

Weg zur Berechnung der 

Durchbiegung. Wir nehmen an, dass der Bal-

ken in Abwesenheit der Streckenlast span-

nungsfrei gelagert war.  

Die Streckenlast und damit die allgemeine Lö-

sung sind dieselbe wie in den vorigen beiden 

Beispielen. Die Randbedingungen lauten aber 

in diesem Fall wie folgt: 

(0) 0w  , (0) 0w  , ( ) 0w l  , ( ) 0M l  . 

4(0) 0EIw C  ,   3(0) 0EIw C   , 

 
2 21 1

0 1 22 12 3
( ) 0lEIw l q l C l C    , 

21
0 1 22

( ) 0EIw l q l C l C     . 

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt 
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5
1 08

C q l  , 21
2 08

C q l . 

Für die Biegelinie ergibt sich somit 

 0 4 3 2 251 1
24 48 16

( )
q

EI
w x x lx l x   . 

Zusammen mit der Biegeli-

nie haben wir auch die Ver-

läufe von ( )w x , dem Bie-

gemoment  2 21
08

( ) 4 5M x q x lx l     und 

der Querkraft  1
08

( ) 8 5Q x q x l    bestimmt. 

Daraus lassen sich die Lagerreaktionen able-

sen: 
5

08
(0)A Q q l  , 3

08
( )B Q l q l   , 

( ) 21
08

(0)AM M q l   . 

B4. Wir lösen jetzt noch einmal die Aufgabe, 

die wir schon einmal durch Integration der 

Balkengleichung zweiter Ordnung gelöst ha-

ben. 

Gegeben sei ein 

links fest einge-

spannter Balken. An 

seinem rechten Ende greift eine Kraft F an.  

Zu bestimmen ist die Biegelinie und den Nei-

gungswinkel im Angriffspunkt der Kraft.  

Lösung: Auch in diesem Fall ist die oben er-

haltene allgemeine Lösung korrekt, nur ist 

0 0q  : 0IVEIw  , 

1EIw Q C    , 

1 2EIw M C x C     , 

21
1 2 32

EIw C x C x C    ,

3 21 1
1 2 3 46 2

EIw C x C x C x C    . 

Die Randbedingungen sind fast wie im ersten 

Beispiel:  

(0) 0w  , (0) 0w  , ( ) ( ) 0M l EIw l   .  

Für die Querkraft am rechten Rand gilt aber  

( ) ( )  Q l EIw l F . 

4(0) 0EIw C  ,   3(0) 0EIw C   , 

1 2( ) 0EIw l C l C    , 

1( )     EIw l Q C F . 

Daraus folgt 2C Fl . Für die Biegelinie ergibt 

sich  3 21 1
6 2

( ) F
EI

w x x lx    und für den Nei-

gungswinkel (eigentlich Tangens des Nei-

gungswinkels)  21
2

( ) F
EI

w x x lx    . Die 

Absenkung des Angriffspunktes der Kraft ist 

gleich 
3

3
( ) Fl

EI
w l  . Für den Neigungswinkel des 

rechten Endes ergibt sich 21
2

( ) ( ) F
EI

l w l l   . 

B5. Biegelinie unter Einwirkung eines Mo-

mentes: 

Die allgemeine Lösung 

lautet wie folgt: 

1EIw Q C    , 

1 2EIw M C x C     , 

21
1 2 32

EIw C x C x C    ,

3 21 1
1 2 3 46 2

EIw C x C x C x C    . 

Die Randbedingungen sind:  

(0) 0w  , (0) 0w  , 0( ) ( )M l EIw l M   , 

( ) ( ) 0  Q l EIw l . Daraus folgt: 

4(0) 0EIw C  ,   3(0) 0EIw C   , 

1 2 0( )EIw l C l C M     , 

1( ) 0    EIw l Q C . Die Biegelinie ist eine 

Parabel: 201
( )

2

M
w x x

EI
  . 

B6. Auf einen links fest eingespannten Balken 

wirkt eine linear steigende Streckenlast. Zu 

bestimmen ist die Biegelinie.  

Lösung: Die Balkendif-

ferentialgleichung vierter 

Ordnung lautet 

0 /IVEIw q x l .  

Ihre vierfache Integration ergibt: 
21

0 12
/EIw Q q x l C     , 

31
0 1 26

/EIw M q x l C x C      , 

4 21 1
0 1 2 324 2

/EIw q x l C x C x C     , 

5 3 21 1 1
0 1 2 3 4120 6 2

/EIw q x l C x C x C x C     . 

Die Randbedingungen lauten:  

(0) 0w  , (0) 0w  ,  

( ) ( ) 0M l EIw l   , ( ) (0) 0Q l EIw   . 

Aus den ersten beiden folgt 3 0C  und 4 0C  . 

Die letzten zwei Randbedingungen lauten 
1

0 12
( ) 0EIw l q l C    , 

21
0 1 26

( ) 0EIw l q l C l C     . 

Daraus folgt 1
1 02

C q l   und 21
2 03

C q l . 

 5 3 2 21 1 1 1
0 0 0120 12 6

( ) /
EI

w x q x l q lx q l x   . 

B7.  

Die allgemeine Lösung: 
21

1 2 32
w C x C x C   

3 21 1
1 2 3 46 2

w C x C x C x C    . 

Randbedingungen: 

(0) 0w  , (0) 0w  , ( )w l h  , ( ) 0w l  . 

    3 2
( ) 2 / 3 /w x h x l x l  . 


