Mechanik I / Prof. Popov / Vorlesung 18.
Balkenbiegung: Biegelinie

Teil 2: Elastostatik

Literatur: Hauger, Schnell und GroR. Technische Mechanik 2 (Elastostatik), 4.5.2

I. Balkendifferentialgleichung 4. Ordnung

900 Verlaulf der
: 1] neutralen Fa-
L‘“‘“{“Hf‘i’}'}{ WT—?S—» ser eines ge-
‘ V) bogenen Bal-
w ] kens ("Biege-
linie™) berech-
net sich entweder aus der Gleichung
ELW'(X) =-M,(x) , (1)

wenn das Biegemoment als Funktion der Ko-
ordinate im Voraus bestimmt werden kann
(d.h. flr statisch bestimmte Systeme), oder aus
der Balkendifferentialgleichung 4. Ordnung

(E1LLW'(x)) =q(x). )

Diese Gleichung kann auch an statisch unbe-
stimmte Systeme angewandt werden. Die vier
Integrationkonstanten mussen aus vier Rand-
bedingungen bestimmt werden.

I1. Beispiele

Wir untersuchen drei gleiche Balken konstan-
ter Biegesteifigkeit EIl unter konstanter Stre-
ckenlast g, bei unterschiedlicher Lagerung.

B1. Dieser Kragbalken ist statisch bestimmt.
Man koénnte zunéchst
den Momentenverlauf
berechnen und dann

————/——=  Gleichung (1) anwen-
den. In den meisten Fallen ist es aber einfa-
cher, die Gleichung (2) zu benutzen:

" %

Elw" =q,.
Ihre vierfache Integration ergibt:
Elw"=-Q=q,x+C,,

Elw' =-M =1q,x* +Cx+C,,

Elw =1g,x* +1Cx* +C,x+C,,
Elw=2 g, x* +1Cx°*+3C,x* +C,;x+C,.
Die Randbedingungen lauten:

w(0) =0, w'(0) =0,

M (1) =—EIw'(l) =0, Q(I) =—EIw"(l) =0.
Aus den ersten beiden folgt C, =0, C, =0.
Die letzten zwei Randbedingungen lauten
q,l +C, =0,
1g,l?+CJl+C, =0.
Daraus folgt C, =—q,l, C, =1q,I?und damit

_9 (12 1 12
W(x)_g—,(ﬂx —sIx+31 )

Die maximale Absenkung

| T ~— Wird.im Er]dpunkt erreicht

z %o und ist gleich

w(l) =% (H12-L12+117) = 12

B2. Auch dieser Balken ist statisch bestimmt

gelagert. Dennoch ist es auch in diesem Fall

einfacher, die Gleichung (2) zu benutzen. Da

a die Streckenlast dieselbe

L, st wie im Beispiel 1, ist

auch die allgemeine LO-

sung dieselbe. Der einzi-

ge Unterschied liegt in den Randbedingungen:

w(0)=0, w(l)=0, M(0)=0, M(1)=0 .

Elw(0)=C,=0, EIw'(0)=C,=0,

Elw(l) =24 q,l* +iCI°+C, =0,

Elw'(l)=1q,l*+C]l =0,

C,=—30l, G :2_14q0|3'

Die Biegelinie ist

W(X) = 2 (X" =5 Qlx® + 4 qolX)

= gz (X' =20 +1%X)

Die maximale Durchbie-
g@:ﬂm gung wird in der Mitte

-
Pyn s N

A4 w0 Wnox x=1/2 erreicht und ist
gleich
W(|/2)=22f5, (%|4_%|4 3l ) £ qlgll .

B3. Der unten abgebildete Balken ist statisch
unbestimmt gelagert. Schnittlasten (unter ande-
rem das Biegemoment) kdnnen daher nicht
allein aus den Gleichgewichtsbedingungen
berechnet werden. Die Benutzung von Glei-
chung (2) ist in diesem
=== Fall der einzig mdgliche
— Weg zur Berechnung der
Durchbiegung. Wir nehmen an, dass der Bal-
ken in Abwesenheit der Streckenlast span-
nungsfrei gelagert war.
Die Streckenlast und damit die allgemeine L§-
sung sind dieselbe wie in den vorigen beiden
Beispielen. Die Randbedingungen lauten aber
in diesem Fall wie folgt:
w(0)=0, w'(0)=0, w(l)=0, M(I)=0.
Elw(0)=C, =0, EIW(0)=C,=0,

Elw(l) =5 (& q)l* +1Cl+C,)=0,

Elw'(l)=1q,l*+CJl+C, =0.
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt




C,=-30l, C,=%q,l°
Fur die Biegelinie ergibt sich somit
w(x) :%(ﬁx“ -5 +%I2x2).
- Zusammen mit der Biegeli-
¥ =~J____-% nie haben wir auch die Ver-
4 laufe von w'(x), dem Bie-

gemoment M (x) =—4q, (4x*~5Ix+1*) und
der Querkraft Q(x) =—%q,(8x—5l) bestimmt.

Daraus lassen sich die Lagerreaktionen able-
sen:

A= Q(O) sqo - (I):
MW = |v|(0)_—-
B4. Wir l0sen jetzt noch einmal die Aufgabe,

die wir schon einmal durch Integration der
Balkengleichung zweiter Ordnung geldst ha-

' ben.
EI ¢ F o
3 _\’\ l x Gegeben sei ein
3 “\J’fo’ links fest einge-
w

spannter Balken. An
seinem rechten Ende greift eine Kraft F an.

Zu bestimmen ist die Biegelinie und den Nei-
gungswinkel im Angriffspunkt der Kraft.

Losung: Auch in diesem Fall ist die oben er-
haltene allgemeine Ldsung korrekt, nur ist

g, =0: Elw" =0,

Elw"=-Q=C,,

Elw'=-M =Cx+C,,

Elw =1Cx*+C,x+C,,

Elw=1Cx*+1C,x* +Cx+C,.

Die Randbedingungen sind fast wie im ersten
Beispiel:

w(0)=0, w'(0)=0, M(I)=-EIw'(I)=0.

Fur die Querkraft am rechten Rand gilt aber
Qh=-EWwW"()=F.

Elw(0)=C, =0, EIW(0)=C,=0,
Elw'(l)=C]1+C, =0,

Elw"(1)=-Q=C,=-F

Daraus folgt C, = FI . Fir die Biegelinie ergibt
sich w(x) =& (-
gungswinkel (eigentlich Tangens des Nei-
gungswinkels) w/(x) = & (—%x* +Ix). Die
Absenkung des Angriffspunktes der Kraft ist
gleich w(l) = £L . Fiir den Neigungswinkel des
rechten Endes ergibt sich 9(1) w/(I) =1 £ 12,

ix® +%Ix2) und fiir den Nei-

2E

B5. Biegelinie unter Einwirkung eines Mo-
mentes:

Die allgemeine Losung D M,
lautet wie folgt: '

Elw"=-Q=C,,

Elw'=-M =Cx+C,,

Elw =1Cx*+C,x+C,,

Elw=1Cx*+1C,x* +C,x+C,.

Die Randbedingungen sind:

w(0)=0, w'(0)=0, M(l) =—EIwW'(l) =M,,
Q) =—-EIw"(l) =0. Daraus folgt:
Elw(0)=C, =0, EIW(0)=C,=0,
Elw'(l)=C]l+C, =-M,,

Elw"(l1) =-Q =C, =0. Die Biegelinie ist eine

Parabel: w(x) = _iM, x°
2 El

B6. Auf einen links fest eingespannten Balken
wirkt eine linear steigende Streckenlast. Zu
bestimmen ist die Biegelinie.

a=14.,x/e__ Losung: Die Balkendif-

] j ferentialgleichung vierter
Ordnung lautet

¢, ¢ Elw" =q,x/1.

Ihre vierfache Integration ergibt:
Elw"=-Q=1q,x*/1+C,,

Elw' =-M =1g,x*/1+Cx+C,,

Elw =2 g,x* /1 +1Cx* +C,x+C,,
Elw=q,x° /1 +1Cx° +1C,x* +C,x+C,.
Die Randbedingungen lauten:

w(0) =0, w'(0)=0,

M()=-EIw'(1)=0, Q(I) =—EIw"(0)=0.
Aus den ersten beiden folgt C; =0und C, =0.

Die letzten zwei Randbedingungen lauten
Elw"(l)=1q,l+C, =0,

Elw'(l)=1q,l*+Cl+C, =0.
Daraus folgt C, =-3q,l und C, =1q,
w(x) = E,(120 09X /1= qoIx® + 1 g, 1%x )

B7.
Die allgemeine Losung: h
W =1Cx* +C,x+C, ¢

=1Cx*+iC,x* +Cx+C,.
Randbedingungen:
w(0)=0, w'(0)=0, w(l)=-h, w'(l)=0.

w() = h(2(x/1)" =3(x/1)°).

B,
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