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Tutorium

Aufgabe 19

(a) Stellen Sie fiir das skizzierte System
das Bewegungsdifferentialgleichungs-
system auf und schreiben Sie es auf
Matrizenform um. Nutzen Sie dazu die
LAGRANGE-Gleichungen 2. Art. Es sollen
von vornherein  kleine  Auslenkungen
angenommen werden.

(b) Berechnen Sie die Eigenkreisfrequenzen
und die dazugehérigen Eigenformen des
Systems.

Yoot =1

Geg.:cy = ;c,

cp=c3=c, m=32m

3m, Mg =m,

reines Rollen

Og = %mlr{ T

(a) Aufstellen der potentiellen und kinetischen Energie:

1 1 1
U= 501(2x1)2 + 502(% —x)? + 503x§ (1)
1 1
= §4xf + §C(I1 —29)? + iczg (2)
1 1 1
= 503&? + 50(.271 —29)? + 5095% (3)
1 1 (i) 1
K = imlx% —+ 503 (’r) —+ 577121}2 (4)
12, 112 L@ 1,
T3 gy T ®)
2 1 1
= émxf + gmxf + immg (6)
1 1
= §mﬁc§ + §m5c§ (7)
Lagrangefunktion:
1 1
L:K—U:§m¢§+§m¢§

2

1 1 1
- (cx% + §C(x1 —x9)% + 20:5%) (8)

Lagrange-Gleichungen 2.Art fiir konservative Systeme:

Generalisierte Koordinate: x1

oL

d /0L
a(aﬁ‘axro ©)

miy +cxy + ez —x2) =0

2c c

1+ —x1— —x9=0
m m

Generalisierte Koordinate: x5

d oLy oL _
dt ai'g 81'2_

mio —c(xy —x2) +cxa =0

. 2c c
"E2+f$2—*1'1:0
m m

(12)

(13)
(14)

Darstellung der Bewegungsdifferenzialgleichungen in Ma-

trizenform

b 2 G)+

mit w3 = = gilt:

b ()= 23] () - 6)

(b) Ansatz:

3\03‘0
o |
o3
_ 1
TN
8 8
N =
~—_
1
A/~
o o
N

Einsetzen in (16)

2
—wg

AZ + 2&]3 i’l e)\t _
—wd AT+ 2w2 | \ By ) =~
#0

N towd —wd (21 (0
—wk A2 +2w¢| \22) —\O

o O
N—

(1

(17)

Dieses Differentialgleichungssystem hat nur dann nicht-
triviale Losungen, wenn die Determinante von A gleich

Null ist.

det A Z0= ()\2 + 2w§)2 —wh
= M 4+ 40202 + 4w — wp
= A+ 4020 + 3w

Mit p-g-Formel folgt fiir A2

AT rr = —2wh £ \/4wg — 3w

2 _ 2
Al = —wp

2 _ 2

= )\1/2 = iZWO
= A3/4 = ii\/gOJO

(23)
(24)

(25)
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= die Eigenkreisfrequenzen sind w; = wy und wy = v/3wp.

Um die Eigenformen zu bestimmen, miissen die \; wieder
in die DGL (19) eingesetzt werden.

fir )\3/4 = :Ei\/ng

—3wi + 2w? —w3 21y _ (0
—wg —3wi +2wi| \22/) — \O

(26)

Da die Eigenformen nur bekannt sind bis auf einen kon-
stanten Faktor wird hier £; = 1 gesetzt.

2 2
—wj  —wj 1y (0
-1 = G)-0) 0
Wertet man die erste Zeile aus, so folgt:
2 24 _ N
—wh —wia =0 = Zo = —1 (28)
Damit folgt die zweite Eigenform zu
1
L3/ = (_1> (29)

fir )\1/2 = :Eiwo

—wi + 2wk —wd 21\ _ (0O
—wk —wig +2wd| \&2) —\0

Da die Eigenformen nur bekannt ist bis auf einen konstan-
ten Faktor wird hier £; = 1 gesetzt.

—~

30)

2 2
wg  —wy 1y (0

15 66 e

Wertet man die erste Zeile aus, so folgt:

2 24 _ N
wh —wide =0 = To=1 (32)
Damit folgt die erste Eigenform zu
1

L1/2 = (1> (33)

Aufgabe 20

Die Aufhiéngevorrichtung eines ebenen
Pendels mit der zeitlich verdnderlichen
Léange [(t) und der Pendelmasse m; gleitet
reibungsfrei auf einer horizontalen Fiih-
rung und hat die Masse m;.

Ermitteln Sie mit Hilfe der Lagrangeschen
Gleichungen 2. Art die Bewegungsdifferen-
tialgleichungen fiir das System.

Geg.: mq, ma, I(t), g

Kinematik:

Das System hat 2 Freiheitsgrade, weshalb 2 generalisierte
Koordinaten gewahlt werden.

¢1 = x Koordinate zum Mittelpunkt der Masse my (34)

g2 = ¢ Drehwinkel (siehe Skizze) (35)

ry=Te, = v =711 =1, (36)

Ty =11+ 115 = xe, +(t) sinpe, + I(t) cos pe, (37)
= Uy =Ty (38)
= (a: + [sin ¢ + L cos gpgb)gz + (icosgp — lsingogb)gy

Kinetische Energie:

1 1 1 1
K= 5Mm v? 4 imgv% =3m i+ 5me

{(x +Ising +lcos<pgb)2 + (iCOSQD - lSiHWP)Q}

(39)

1 .
= §(m1 +my) &2 + ma (&l sin @ + @&l cos )
1 . .
+ 52 {(lsingp + [ cos <,0<,b)2 + (l cosp — lsingogb)z]
= §(m1 +mg) 2% + ma (g’cisingp + &l cos <p<,b)

1 .
+ §m2(l2 + 12¢2>

Potientelle Energie:

U = —magl(t)cosp

Lagrange - Funktion:

L=K-U (41)
1 .
= §(m1 + mg) &% + my (&1 sin @ + &l cos )

1.
+5ma (I +1?9?) + magl(t) cos o
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Ableitungen: Hausaufgaben
oL . ;. .
5% = (my + mo)d + mso (l sin ¢ + [ cos <pga) (42) Aufgabe 17
d 8L . wei masselose Stangen angen 1 und () und zwei unktmassen
% (87) = (ml + mQ)x + mo il und mglbildj:x eii D(E}]jpelien(llel. = : funkt
(I'sin o + 20 cos o — Usin p? + Lcos o) (43) ) Tttt B e s Dyt
oL Nutae dis generalierton Koordinaten g1 and e e
% B 0 (44) (b) Wie lauten die Gleichgewichtslagen?
oL
y = Moy (xl COSQD + 1290) (45) Geg.: m1, ma, U1, l2, g
d /oL _ ) , a) Das Nullniveau fiir die potentielle Energie liege bei y =
— (== ) = ma(Zlcos &l cos p — &l sin pp + 21 + 1#H)0.
ﬁ(&) 2 (@l cos p + o in o + 21lp + 1*3)0
(46) U= —gmiy1 — gmaya (50)
oL . Kinetische Energie:
90 = M2 (&l cosp — dlsinpp) —maglsing  (47) &
14 1 1
i o) ) K= gma(af+98) + gma(a3+33) ()
a = (&l cosp — Elsin pp
Kinematische Beziehungen: Driicke die in (50) und (51)
Lagrange - Gleichungen 2.Art: vorkommenden kinematischen Gréflen aus als Funktion
fiir kons tive Svst der beiden (willkiirlich gewéhlten) generalisierten Koor-
Ur KOnservative systeme dinaten 1 und @s. (System hat 2 Freiheitsgrade)
d (0L oL
it (8(}) T on (49) y1 = l1cos 1 U1 = —¢1lisingy (52)
x1 = Iy sinyy 1 = 111 cos (53)
Bewegungsdifferentialgleichungssystem Yo = Y1 + lo cos @ U2 = Y1 — P2 lasin o (54)
(m1 4 m2)F + ma ([sin g + 2] cos p¢ Ty =x1 +lasingy Do =d1 + Palacospy  (55)

—Isin p¢? + L cos <pg'b) =0
il cosp + 2l +12¢ + glsing = 0

Die LAGRANGEfunktion ergibt sich damit zu:

L=K-U (56)

2

1
= imlllgbf (cos2 @1 + sin? gal)

1 ) . L.

+ Zme [@%l% + @315 4 2111 Palo
(cos (1 €COS 3 + sin ¢ sin 302)]

+ g(m1 + m2)ly cos p1 + gmala cos o (57)

mit sin?a 4+ cos?a = 1 und cosacosf + sinasinf =

cos(a — f) :

1 ; 1 .
L = §(m1 + mg)l%pf + §mgl§<p§

+ map1lipala cos(p1 — o)
+ g(mq + ma)ly cos p1 + gmals cos o (58)

Fiir die LAGRANGEsche Gleichungen 2.Art

0, i=1,2 (59)

9 9
%(agi)_a; -

benétigen wir die Ableitungen

OL

87@1 = —malilop1p2 sin(pr — p2)

—g(my +ma)lyisingp; (60)
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oL L. .
87@2 = malilap1pasin(p1 — @2) — gmalasing,  (61)
oL 3. ,
87(?1 = (m1 + mo)liP1 + malilapa cos(pr — p2)  (62)
d s 0L 9.
%(87@1) = (ml + mz)lﬁol
+ malily [@2 cos(p1 — ¥2)
— (p1 — P2)pasin(pr — 802)} (63)
oL ; )
0. = mal3pa + malilapr cos(p1 — ¢2) (64)
®2
d ; dL ) )
7 (87902) = mol5¢e + malils [901 cos(p1 — ¢2)

— ¢1(p1— p2)sin(er — ¢2)]  (6)

Eingesetzt in (59) erhalten wir die beiden Bewegungsdif-
ferentialgleichungen

L1 + Iy [952 cos(p1 — p2) + @5 sin(pr — @2)}

(66)

mi + mo
+gsinp; =0

laga + 11 {@1 cos(p1 — p2) — 7 sin(pr — <P2)}

+gsingpy, =0 (67)
b)
Gleichgewicht : ¢3¢ =0, @ic=0 (68)
aus (66): gsingp; g =0 (69)
aus (67): gsingps g =0 (70)
o1 =kr, k=012 (71)
p2.,c=mm, m=0,1,2... (72)

Gleichgewicht herrscht, wenn jedes Pendel entweder genau
senkrecht hingt oder genau senkrecht nach oben steht.

Aufgabe 21

Auf einer schiefen Ebene bewegt sich reibungsfrei ein
Korper der Masse m, Bewegungskoordinate s, infolge
der Schwerkraft abwirts. In einer radialen Bohrung ist
ein Zylinder der Masse M, der Relativkoordinate z, ela-
stisch angeordnet, der sich ebenfalls reibungsfrei bewe-
gen kann. Ausgehend von der Ruhelage des Systems sind
mit den LAGRANGEschen Gleichungen 2. Art die Bewe-
gungsdifferentialgleichungen fiir die generalisierten Ko-
ordinaten s und x aufzustellen.

Geg:m, M, ¢, a, g

~_

1. Ortsvektoren und Kinematik

Iy =T+ Sscosae, — ssinae, (73)
] = 82 (74)
Ty = Ty T 7€, (75)
= (z + scosa)e, — ssinag, (76)
|£M‘2:5ﬂ2+$2+2dﬁ$cosa (77)

Dabei ist r, der Vektor vom beliebigen, festen Punkt zum
Schwerpunkt des Systems in der Ausgangslage.
2. Kinetische Energie:

T 2 1., 2
K = §m|zm| + §M|fM| (78)
1 1
= §m$2 + 5M(a':2 + %)+ Miscosae  (79)
3. Potentielle Energie:
: 1 2 1 2
U=—(M+m)gss1no¢+§26-s +§2C'$ (80)
4. LAGRANGEsche Funktion:
(Generalisierte Koordinaten: s und x)
L=K-U (81)
1 1
= iméz + §M(m2 + 52) + M5 cosa
+ (M +m) gssina — ¢(s* + z°) (82)
————
=:Mges
5. Ableitungen:
L
% = Mges$ + M cos a (83)
$
d /0L
@(%9) = Myges8 + M cosa (84)
L
%@ = Mgesg Sina — 2cs (85)
L
g—i:Mx'—l—Mécosa (86)
d /0L
a(g—i):Mi—i—Mécosa (87)
L
g—x = —2cx (88)
6. Bewegungsgleichungen:
d (0L oL
dt(aqi) (8qi) $= (89)
Ausgewertet ergibt sich fiir i = 1 mit ¢; = s:
MgesS + 2¢5 + M cos aF = Mgesg sin o (90)

und fiir ¢ = 2 mit ¢o = x:

M -3+ 2cx + Mcosas = 0.



