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Die Dissipationsfunktion. Zwangskrafte.

I. Die Dissipationsfunktion.

Zur Berechnung von generalisiertgissipa-
tiven (Widerstands¥réaften benutzt man die
Dissipationsfunktion.

Definieren wir eine Funktiod, deren Ablei-
tungen nach Geschwindigkeitskomponenter
mit negativem Vorzeichen die Reibungs-
kraftkomponenten ergeben:

Fo=-90 ,FY = D (1)
% oy,
Beispiele:

* Gleitreibung: D = uN|v|,
M - Reibkoeffizient N- Normalkraft

 lineare Dampfung: D = b\/2

rel

b-Dampfungskonstante

 Luftwiderstand: D == k|Ve,|

v, ist relative Gleltgeschwmdlgkelt.

Wir wollen nunverallgemeinerte dissipative

Kréafte berechnen. Bei der Beschreibung ein
Systems mit verallgemeinerten Koordinaten
sind seine kartesischen Koordinaten Funktig
nen von verallgemeinerten Koordinaten:

% =%x(q.-, Q).
Zur Berechnung der verallgemeinerten Kraff
berechnen wir die virtuelle Arbeit bei einer
beliebigen Verrickung des Systems:

dw=>" Fid),(:z—aD dx.
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eine verallgemeinerte Kraft wird definiert alg
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Daraus folgfur beliebige generalisierte
Koordinater, :

D
G
Mit der Dissipationsfunktion lassen sich die

Lagrangegleichungen wie folgt schreiben:

doL _odL oD

—+—=Q

dt aq 6q 09
In dieser Form sind die folgenden Kréafte be:
rucksichtigt: (a) alle konservativen Krafte
stecken bereits in der Lagrangefunktion, (b)
dissipative (Widerstands-) Krafte durch die

Q, =~

Dissipationsfunktion, (c) alle sonstigen mit
Q.

Beispiel. Modell eines Fahrzeuges: Aufbau +
zwei Rader Uber Feder-Dampferbeine abge-
stitzt. Nickbewegungen des Aufbaus seien
klein. Ein Rad wird mit einem Momem,
angetrieben. Der Aufbau erfahrt einen Wider-
stand durch den mit konstanter Geschwindig-
keit v wehenden Wind. Man stelle die Bewe-
gungsgleichungen auf.
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L&sung:Die Lagrangefunktion des Systems:
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Die D|SS|pat|onsfunkt|on des Systems ist
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D==by,"+=by"+= Kx+ V.
Das Antriebsmoment muss uber die virtuelle
Arbeit W, ..., = —M,0@, berlicksichtigt

werden.

Bindungsagleichungerls generalisierte
Koordinaten werderx, y,¢ gewahlt.
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Fur die Lagrangesche Funktion ergibt sich
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Die Dissipationsfunktion ist
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:by2+ba2¢2+% Kx+ V.

Die virtueIIe Arbeit des Antriebsmomentes ist

M,
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Die Bewegungsglelchungen

O
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My + Mg+2c(y- 1)+ 2by=0
O@ +2ca’p + 2balg = 0

[I. Zwangskrafte kbnnen auch im Lagrange-
formalismus berechnet werden.

Zwangskrafte stehen immer senkrecht zu d¢

"erlaubten” Bewegungen. Gibt es in einem
System eine Bindung der Form

9(%, & (1)
so kann sich dieses System @rRaum nur
auf der Hyperflache (1) bewegen:

_ Zwangskraft

g(zl)ZZ,z:;):O

Die Zwangskrafte sind senkrecht zu dies
Flache gerichtet. Diese "senkrechte Ric

tung" kann analytisch berechnet werden: B

leiden alle Koordinateng eine beliebige

kleine Anderung, die mit der Bedingung (1
vertraglich ist, so &ndert sighnicht, d.h.:

N9

Diese Gleichung kann als Skalarprodukt von

og 99

—j und
0,

zwei Vektoren: [g= ( o
g,

=(dq,...,dq) aufgefasst werden. Vektor
Jq liegt dabei immer in der Hyperebene und
Vektor [g = (a_g@] folglich senkrecht
og,  0q,

zu dieser Ebene. Das bedeutet, dass die
Zwangskraft die gleiche Richtung hat, wie
der Vektor[lg :
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Die noch unbekannte Grol3e heildt Lagran-
ge-Multiplikator und kann aus der Bedingung
(1) berechnet werden.
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Lagrangesche Gleichungen 1. Art
fur Systeme mit beliebigen eingepragten
Kraften und Zwangskraften
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Beispiel: Ein Pendel.Man stelle die Bewe-
gungsgleichungen auf und
gebe die Stangenkraft an.

r=I
L6sung:Die Lagrangefunktion

ohne Berlcksichtigung der
Zwangsbedingunigt

L =%m‘r2 +—; mr’g? + mgrcosg

Die Zwangsbedingung ist—1 =0, somit
g(r.g)=r-1.
Die Bewegungsgleichungen sind:

og _

1) mi — mrg® — mgcosp = A — 3

99 _

0

3)r-1=0 = i =0.

Die zweite Gleichung ist dann die gesuchte
Bewegungsgleichung und die erste gibt die
Zwangskraft an:

99
or

F =1—==-mrg* - mgcosy .



