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Energiemethoden der Mechanik / Prof. Popov /  Vorlesung 4                
Die Dissipationsfunktion.  Zwangskräfte.                                             

I. Die Dissipationsfunktion.  
Zur Berechnung von generalisierten dissipa-
tiven (Widerstands-) Kräften benutzt man die 
Dissipationsfunktion. 

Definieren wir eine Funktion D, deren Ablei-
tungen nach Geschwindigkeitskomponenten 
mit negativem Vorzeichen die Reibungs-
kraftkomponenten ergeben:  
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Beispiele: 
• Gleitreibung: relD N vµ= ,  

µ - Reibkoeffizient, N- Normalkraft  

• lineare Dämpfung: 21

2 relD bv= ,  

b-Dämpfungskonstante 

• Luftwiderstand: 
31

3 relD k v= . 

relv  ist relative Gleitgeschwindigkeit.  

Wir wollen nun verallgemeinerte dissipative 
Kräfte berechnen. Bei der Beschreibung eines 
Systems mit verallgemeinerten Koordinaten 
sind seine kartesischen Koordinaten Funktio-
nen von verallgemeinerten Koordinaten: 

1( ,..., )i i sx x q q= . 

Zur Berechnung der verallgemeinerten Kräfte 
berechnen wir die virtuelle Arbeit bei einer 
beliebigen Verrückung des Systems: 
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eine verallgemeinerte Kraft wird definiert als 
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Daraus folgt für beliebige generalisierte 
Koordinaten iq : 
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Mit der Dissipationsfunktion lassen sich die 
Lagrangegleichungen wie folgt schreiben: 
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In dieser Form sind die folgenden Kräfte be-
rücksichtigt: (a) alle konservativen Kräfte 
stecken bereits in der Lagrangefunktion, (b) 
dissipative (Widerstands-) Kräfte durch die 

Dissipationsfunktion, (c) alle sonstigen mit 

iQ . 

Beispiel. Modell eines Fahrzeuges: Aufbau + 
zwei Räder über Feder-Dämpferbeine abge-
stützt. Nickbewegungen des Aufbaus seien 
klein. Ein Rad wird mit einem Moment 0M  
angetrieben. Der Aufbau erfährt einen Wider-
stand durch den mit konstanter Geschwindig-
keit v wehenden Wind. Man stelle die Bewe-
gungsgleichungen auf. 

 

 
 
Lösung: Die Lagrangefunktion des Systems: 

( ) ( )

2 2 2

2 2
2 2

2 2
3 3

2 2

2 3

1 1
( )

2 2
1 1

2 2
1 1

2 2
1 1

.
2 2

s

r

r

L M x y

mx

mx

Mgy c y l c y l

ϕ

ϕ

ϕ

= + + Θ

+ + Θ

+ + Θ

− − − − −

ɺɺ ɺ

ɺɺ

ɺɺ

 

Die Dissipationsfunktion des Systems ist 
32 2

2 3
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D by by k x v= + + +ɺ ɺ ɺ . 

Das Antriebsmoment muss über die virtuelle 
Arbeit 0 3δ δϕ= −AntriebW M  berücksichtigt 

werden. 

Bindungsgleichungen: Als generalisierte 
Koordinaten werden , ,x y ϕ  gewählt. 

2x x a= −   ⇒   2x x=ɺ ɺ  

3x x a= +   ⇒   3x x=ɺ ɺ  

2y y aϕ= −    ⇒  2y y aϕ= − ɺɺ ɺ  

3y y aϕ= +    ⇒  3y y aϕ= + ɺɺ ɺ  
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Für die Lagrangesche Funktion ergibt sich 
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Die Dissipationsfunktion ist 
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Die virtuelle Arbeit des Antriebsmomentes ist 
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Die Bewegungsgleichungen: 
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II. Zwangskräfte können auch im Lagrange-
formalismus berechnet werden.  

Zwangskräfte stehen immer senkrecht zu den 
"erlaubten" Bewegungen. Gibt es in einem 
System eine Bindung der Form  

1 2( , ,..., ) 0sg q q q = ,                                (1) 

so kann sich dieses System im q-Raum nur 
auf der Hyperfläche (1) bewegen: 

 
Die Zwangskräfte sind senkrecht zu dieser 
Fläche gerichtet. Diese "senkrechte Rich-
tung" kann analytisch berechnet werden: Er-
leiden alle Koordinaten iq  eine beliebige 

kleine Änderung, die mit der Bedingung (1) 
verträglich ist, so ändert sich g nicht, d.h.: 
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Diese Gleichung kann als Skalarprodukt von 

zwei Vektoren: 
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zu dieser Ebene. Das bedeutet, dass die 
Zwangskraft die gleiche Richtung hat, wie 
der Vektor g∇ : 
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Die noch unbekannte Größe λ  heißt Lagran-
ge-Multiplikator und kann aus der Bedingung 
(1) berechnet werden.  

Lagrangesche Gleichungen 1. Art   
für Systeme mit beliebigen eingeprägten 

Kräften und Zwangskräften  
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1 1 2( , ,..., ) 0=sg q q q     

.................  

1 2( , ,..., ) 0=k sg q q q    

Beispiel: Ein Pendel. Man stelle die Bewe-
gungsgleichungen auf und 
gebe die Stangenkraft an. 
 
Lösung: Die Lagrangefunktion 
ohne Berücksichtigung der 
Zwangsbedingung ist 
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Die Zwangsbedingung ist 0r l− = , somit 

( , )g r r lϕ = − . 
Die Bewegungsgleichungen sind: 
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3) r - l = 0   ⇒  0r =ɺɺ . 
Die zweite Gleichung ist dann die gesuchte 
Bewegungsgleichung und die erste gibt die 
Zwangskraft an: 
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