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Vorwort

Auf den folgenden Seiten ist der Aufgabenkatalog f•ur die Veranstaltung Kinematik und Dynamik
abgedruckt, aus dem jede Woche Aufgaben f•ur die Gro�e •Ubung, die Tutorien und das eigenst•andige
Arbeiten ausgew•ahlt werden. Die Aufgaben werden nicht notwendigerweise inder Reihenfolge des
Katalogs abgearbeitet. L•osungen zu den Tutoriums- und Hausaufgaben werden ungef•ahr eine Woche
nach Bearbeitung ver•o�entlicht. Leider schleichen sich manchmal Fehler in die ver•o�entlichten
L•osungen ein. Wir bem•uhen uns, diese m•oglichst z•ugig zu beseitigen. Jeder Student ist aber in
erster Linie selbst verantwortlich. Darum selbst•andig rechnen! Wer gerne noch mehr Aufgaben
(mit Musterl •osungen) rechnen m•ochte, sei auf die breite Auswahl an Aufgabenb•uchern verwiesen.

Der Katalog kann in den Tutorien k •auich erworben werden oder im Internet unter
http://www.reibungsphysik.tu-berlin.de/ heruntergeladen werden.

F•ur den Mechanik-Kurs wurde zudem beim Moses Forum unter
http://www.moses.tu-berlin.de/forum/ ein Thread eingerichtet.

Dieser soll vor allem dem Austausch der Studenten untereinander dienen. Wir werden zudem ver-
suchen, wichtige Termine/Informationen auch auf diesem Wege bekanntzugeben. Bei Fragen zur
Organisation bitte zuerst das Informationsblatt und die entsprechenden Internetseiten gr•undlich
durchlesen.
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1 Kinematik

1. Ein Radfahrer f•ahrt mit einer konstanten Geschwin-
digkeit von 36 km/h. Zur Zeit t0 springt die noch
150 m entfernte Ampel auf Rot. 20 s sp•ater schaltet
sie wieder auf Gr•un. Genau dann will der Radfahrer
die Ampel passieren. Dazu bewegt er sich vom Zeit-
punkt t0 an bis zum Passieren der Ampel mit der
konstanten Beschleunigunga1.

Wie gro� ist a1, und mit welcher Geschwindigkeit
passiert der Radfahrer die Ampel?

36 km/h

150 m

Literatur: [5, S. 3-20]

2. Auf der Autobahn f•ahrt ein Auto mit der Geschwindigkeit vA . Von hinten kommt das Auto
B mit der Geschwindigkeit vB auf das Auto A zu. Bei dem Abstand l zwischen der vorderen
Sto�stange von B und der hinteren Sto�stange von A bemerkt der Fahrer des AutosB , dass
er das Auto A nicht •uberholen kann. Nach einer

"
Schrecksekunde\T f•angt B an zu bremsen.

(a) Welche konstante Bremsbeschleunigunga� ist mindestens n•otig, damit ein Zusammen-
sto� vermieden wird? Welcher Wert ergibt sich f•ur a� , wenn der Wagen B zu Beginn mit
einer Geschwindigkeit vonvB = 72 km/h f •ahrt und erst bei einem Abstand vonl = 20 m
zum Vordermann feststellt, da� das •Uberholen nicht m•oglich ist?

(b) Nach welcher Zeit und wo ber•uhren sich f•ur diesen Grenzfall die Sto�stangen der Fahr-
zeuge?

(c) Zeichnen Sie Diagramme f•ur die Wege und Geschwindigkeiten der beiden Fahrzeuge als
Funktionen der Zeit. Nehmen Sie dabei an, da� B seine Bremsung bis zum Stillstand
fortsetzt.

Geg.: l , v, vA = v, vB = 2v, T = l
2v

Literatur: [5, S. 3-20], Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung siehe [7] Kap. 4
Satz 1.3. S. 165

3. In einer Ballmaschine werden Tennisb•alle aus der Ruhelage beschleunigt.
Die Beschleunigung eines Tennisballes entlang des Abschussrohres nimmt
mit dem zur•uckgelegten Weg linear vona0 am Anfang des Rohres auf
a0=2 am Ende ab (siehe Diagramm). Die nutzbare L•ange des Rohres hei�t
l .

Bestimmen Sie die Geschwindigkeit eines Tennisballes beimVerlassen des
Rohres!

Geg.: a0, l .

l

s

a(s)
a0

a0=2

l

Literatur: [5, S. 3-20]
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4. In einer Ballmaschine werden Tennisb•alle aus der Ru-
helage beschleunigt. Die Beschleunigung verl•auft line-
ar •uber der Zeit gem•a� nebenstehendem Diagramm.
Zur zun•achst nicht bekannten Zeit t l verl•asst der Ball
das Abschussrohr.

(a) Bestimme die Geschwindigkeit eines Tennisbal-
les beim Verlassen des Rohres!

(b) Das Abschussrohr steht unter einem Winkel �
zur Erdober •ache. Das Ende des Rohres be�n-
det sich in einer H•oheh •uber dem (ebenen) Erd-
boden. Wie weit iegen die Tennisb•alle? Ver-
nachl•assige die Reibung!

(c) Bestimme die maximale Flugh•ohe der Ten-
nisb•alle!

Geg.: a0, l , h, � , g.

l

h

�

t

a(t)
a0

a0
2

t l

g

Literatur: [5, S. 3-20]

5. Erg•anzen Sie die leeren Felder f•ur Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung! Alle Gr•o�en,
die nicht explizit als Funktion der Zeit t angegeben sind, seien konstant.

Ort Geschwindigkeit Beschleunigung Anfangsbedingungen
•x(t) = a0 x(0) = _x(0) = 0

_r (t) = v0 + a1t r (0) = r0

s(t) = L sin 
 t
_y(t) = u0e!t y(t0) = u0

!

y(t) = r 0p
t � t1

cos
n

! 2(t2 � t2
0)

o

_' (t) = ' (t) ' (0) = 1
•x(t) = � � 2x(t) x(0) = L , _x(0) = � v0

� 2

Literatur: [5, S. 3-20]

6. Ein Luftballon wird so aufgeblasen, da� sein Radi-
us mit der Geschwindigkeit � zunimmt. Zum Zeit-
punkt t = 0 sei der Radius r0. Auf dem •Aquator
des Ballons krabbelt gerade eine Fliege mit der
Geschwindigkeit c.

(a) Bestimmen Sie in Polarkoordinaten den
Ortsvektor der Fliege in Abh•angigkeit des
Winkels r (' ) zwecks Beschreibung der Be-
wegung der Fliege.

(b) Bestimmen Sie nun noch Geschwindigkeits-
und Beschleunigungsvektor
in Abh•angigkeit der Zeit.

Geg.: r (t = 0) = r0, � , c

z

c
r (t)

er (t)

e' (t)
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7. Ein Flugzeug steuert mit Hilfe seiner Peilvorrichtung
einen Flughafen an, wird jedoch durch den Wind abge-
trieben, der mit konstanter Geschwindigkeit vf in Rich-
tung der y-Achse weht. Das Flugzeug hat die Relativge-
schwindigkeit vr . Gesucht ist die wahre, ebene Bahn des
Flugzeuges, wenn es vom Punkt P0(x0; y0) ab Kurs auf
die Peilanlage des Flughafens h•alt, die im Ursprung O
liegen m•oge.

x

y

vf
vr

�

P(x; y)

O

8. Der nebenstehend skizzierte Industrieroboter kann sichum die senk-
rechte z-Achse drehen (Drehwinkel ' ), seinen Arm um das Gelenk in
der H•ohe l auf und ab bewegen (Winkel ) und zus•atzlich die L•ange
des Armesr ver•andern.

Berechne den Orts- und Geschwindigkeitsvektor (in kartesischen Ko-
ordinaten) des auf der Spitze des Armes sitzenden Greifers,wenn der
Roboter mit _' = 
 = konst. um die z-Achse rotiert, der Arm sich mit
_ = � = konst. hebt und sich seine L •ange gem•a� r = l(2 + sin 
 t) mit

der Zeit t •andert. Am Anfang ( t = 0) liegt der Greifer auf der positiven
x � Achse (' t=0 = 0, zt=0 = 0).

Geg.: l , 
, �.

'

 

r

l

x

y

z

9. Der Punkt Paul bewegt sich auf der Innen•ache eines zylindrischen
Rohres mit dem Radius R. Seine Bahn wird beschrieben durch
z(' ) = l0ek' , ' (t) = !t . Das Rohr erstreckt sich in Richtung der
z-Achse bis zur H•ohe H . Gegeben sind die Konstanten! , l0, k, R
und H .

Bestimme den Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor des
Punktes beim Verlassen des Rohres in kartesischen Koordinaten!

H

R

x
y

z

Paul

'

10. Die beiden oberen starr miteineinder verbundenen Riemenschei-
ben mit den Radien r und R drehen sich mit der Winkelge-
schwindigkeit ! . Das Seil l•auft auf allen drei Riemenscheiben
ohne Schlupf, seine Abschnitte zwischen den Riemenscheiben
h•angen genau senkrecht. Der Drehpunkt S der unteren Schei-
be ist vertikal gef•uhrt.

Berechne die Geschwindigkeit des Punktes S!

Geg.: R, r , ! = konst.

�
�
�
�

�
�
�
�

��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

r R

S

!
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11. Ein Rad mit dem Radius R rollt auf ei-
ner Ebene. Zur Zeit t = 0 ber•uhrt der auf
dem Umfang des Rades befestigte Punkt
Titus die Ebene und zwar genau im Ur-
sprung des ortsfesten kartesischen Koor-
dinatensystems.

Bestimme Titus' Orts-,
Geschwindigkeits- und Beschleuni-
gungsvektor in Bezug auf das ortsfeste
Koordinatensystem als Funktion der
Zeit t in kartesischen Koordinaten.

Geg.: R, d
dt ' (t) = ! = konst.

����������������������������������������������
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

��������
x

y
'

R

Titus

Tip: Bestimme zuerst die Koordinaten des Mittelpunktes desRades zu einer beliebigen Zeit
t und dann den Abstand inx- und y-Richtung des Punktes Titus von diesem Mittelpunkt.
Daraus kann dann der Ortsvektor ermittelt werden.

Literatur: [5, S. 3-5]

12. Eine Boje B h•angt an einem
Seil der L•ange r , welches im Ab-
stand b = r

2 vom Flussufer
befestigt ist. Unter dem Einuss
der Str•omung schwimmt die Boje
vom linken zum rechten Ufer, wo-
bei das Seil stets gespannt bleibt
und die Bojengeschwindigkeit mit
dem in die Richtung der Bahn-
tangente fallenden Anteil der kon-
stanten Str•omungsgeschwindigkeitc
•ubereinstimmt.

e'

er

B

b

c r

' 1 = �
2

' 2'

(a) Stellen Sie nacheinander Ortsvektorr , Geschwindigkeitsvektor v und Beschleunigungs-
vektor a f•ur eine allgemeine Lage der Boje in Polarkoordinaten auf.

(b) Berechnen Sie f•ur r = 45 m und c = 1 m
s die Zeit T, die die Boje zur •Uberquerung des

Flusses ben•otigt.

13. Das skizzierte System wird von einer Zahnstange ange-
trieben, die sich gem•a� s(t) = v0t geradlinig bewegt. Auf
der senkrechten mit _� = ! rotierenden Scheibe ist der
Punkt P befestigt.

Berechnen Sie Orts-, Geschwindigkeits- und Beschleuni-
gungsvektor des Punktes P als Linearkombination der
mitgedrehten Basisvektorener , e' und ez bez•uglich des
ruhenden Bezugssystems mit Ursprung O.

Geg.: R, h , a, s(t), ! = konst., � (0) = 0, ' (0) = 0

P

h

a

s(t)

�

ere'

ez

'

O

R
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14. In einem Turm ist in Punkt A eine Maus, im
Mittelpunkt O eine Katze. Die Maus rennt
mit der konstanten Geschwindigkeit vM ent-
lang der Turmmauer, um das rettende Loch
L zu erreichen. Die Katze verfolgt die Maus
mit der konstanten Geschwindigkeit vK und
beschreibt dabei eine Bahn, die durch die
Archimedische Spirale rK (' K ) = R

� ' K be-
schrieben wird.

Geg.: R, vM ,
Rp

1 + x2dx = 1
2 [x

p
1 + x2 +

arsinhx]

(a) Gib die Geschwindigkeits- und Be-
schleunigungsvektoren von Katze und
Maus als Linearkombination aus er ,
und e' an! Nimm dabei die Winkelge-
schwindigkeit der Katze ' K (t) als eine
gegebene Funktion der Zeit an.

(b) Wie gro� mu� die Bahngeschwindigkeit
vK der Katze sein, damit sie die Maus
am Loch erwischt?

' K

rK

' M

R

A
L

O

Literatur: [5, S. 20-32]

15. Eine Stange der L•angel rotiert um O mit dem Zeitgesetz
' = �t 2. Auf der Stange rutscht ein Gleitk•orper G nach
dem Gesetzr = l

�
1 � �t 2

�
.

(a) Bestimmen Sie bez•uglich des Koordinatenur-
sprungs O den Ortsvektorr (t) des K•orpers G, sei-
nen Geschwindigkeitsvektor v(t) und Beschleuni-
gungsvektor a(t) .

(b) Bestimmen Sie den Betrag der Geschwindigkeit f•ur
den Winkel ' 1 = �

4 .

(c) Beim welchem Winkel ' E st•o�t G am Lager O an?

Geg.: l , �

l

r

er

e'
'

O

G

16. Ein Punkt bewegt sich auf der ebenen Bahn

r (' ) = a(1 +
'
2�

) mit 0 < ' < 2� , ' = c t.

a und c sind positive Konstanten, Zeit t > 0.
Gib Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor
in der Basis < e r ; e' > und in der Basis< ex ; ey >
an!

r

'

a

Punktkinematik, Polarkoordinaten

Literatur: [5, S. 20-32]
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17.
Eine rechteckige Scheibe dreht sich wie dargestellt mit
' (t) = !t um den ruhenden Ursprung O. Dabei bewegt
sich eine Fliege F auf der Kante AB mit der konstanten
Geschwindigkeit v0 gegen•uber der Kante. Zur Zeit t = 0
ist ' = 0, und die Fliege F ist bei A.

' (t) = !t

v0

l

d(t)
A

B

F

O ex

ey

(a) Berechnen Sie Ortsvektor und Geschwindigkeitsvektor der Fliege F in Bezug auf den
Ursprung O. Stellen Sie die beiden Vektoren in der ruhenden Basishex ; ey i dar.

(b) Berechnen Sied(t), den Abstand der Fliege F vom Ursprung O.

(c) Berechnen Sie den Geschwindigkeitsvektor der Fliege F sowie dessen Betrag f•ur einen
Spezialfall, n•amlich f•ur:
! = 2 �= s;
l = 2m;
v0 = 1m=s und zur Zeit t = 1s.

Geben Sie auch hier die Komponenten in Bezug aufhex ; ey i an.

Geg.: l , v0, ! =const.

18. Berechnen Sie bez•uglich des Koordinatenur-
sprungs O

(a) den Ortsvektor zum Punkt P (setzen Sie dabei
s(t) = v0t und � (t) = 
 t ein),

(b) seinen Geschwindigkeitsvektor,

(c) seinen Beschleunigungsvektor und

(d) den Drehimpuls der Punktmassem im Punkt
P!

(e) Bestimmen Sie den Vektor der Reaktionskraft,
die auf die Punktmasse wirkt (Gravitation
wird vernachl•assigt)!

Geg.: H , L , h, b, ! = konst., s(t) = v0t, � (t) = 
 t,
m

er
e'

ez

L

m
h

H

b

s(t)!

� (t)

P

A

O
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19. Eine Scheibe dreht sich um die Kante B-C mit dem Drehwinkel
' (t) = !t . Der Punkt Petra bewegt sich auf der Scheibe von
A nach B mit der konstanten Geschwindigkeit v0 relativ zur
Scheibe, und zur Teit t = 0 ist Petra bei A.

Berechnen Sie die Vektoren und Betr•age der (Absolut-) Ge-
schwindigkeit und (Absolut-) Beschleunigung

(a) in einer raumfesten, konstanten kartesischen Basis.

(b) in einer k•orperfesten (mit der Scheibe) mitgedrehten
Zylinderkoordinaten-Basis.

Geg.: b, h, ! , v0

'

v0

b

h

A

B

C

Petra

Literatur: [5, S. 20-32]

20. Ein Drehtisch 1 mit Radius R
wird von einem Seil (ohne Gleiten)
bewegt. Der Weg des Seils ist vor-
gegeben alss(t) = vSt.

Auf dem Tisch ist ein Bock befe-
stigt, in dem eine Scheibe 2 ro-
tiert mit � (t) = ! � t. Und auf die-
ser Scheibe krabbelt eine Fliege F
radial nach au�en mit der konstan-
ten Geschwindigkeit vF relativ zu
2 .

Zur Zeit t = 0 sei: ' (0) = 0,
� (0) = 0, und die Fliege sei in der
Mitte von 2 .

F

Seil

R

h

s(t)

s(t)

�

ere'

ex

ey

ez '

vF

1

2

(a) Berechnen Sie den Geschwindigkeits- und den Beschleunigungsvektor der Fliege F als
Linearkombination der (ortsabh•angigen) Basisvektorener , e' und ez (Zylinderkoordi-
naten), also in der Form

vF = f :::ger + f :::ge' + f :::gez aF = f :::ger + f :::ge' + f :::gez

(b) vF und aF k•onnten auch in der globalen (ortsunabh•angigen) Basishex ; ey ; ez i berechnet
werden. Geben Sie dazu den Zusammenhang zwischenhex ; ey ; ez i und her ; e' ; ez i an.
Geben Sie au�erdem noch'; _' und •' abh•angig von den gegebenen Gr•o�en an (sofern
nicht bereits bei (a) erledigt).

Geg.: R, h , vS = konst., s(t) = vSt, ! � = konst., � (0) = 0, ' (0) = 0
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21. Der Punkt Paul bewegt sich auf der Innen-
 •ache eines zylindrischen Rohres mit dem
RadiusR. Seine Bahn wird beschrieben durch
z(' ) = l0ek' , ' (t) = !t . Gegeben sind die
Konstanten ! , l0, k und R.

Bestimmen Sie zu jeder Zeit t den Orts-,
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvek-
tor des Punktes Paul als Linearkombination
aus er , e' und ez! Bestimmen Sie au�erdem
die kartesischen Koordinaten des Beschleuni-
gungsvektors!

R

x
y

z

Paul

'

Literatur: [5, S. 20-32]

22. Der Mittelpunkt B der dargestellten Scheibe bewegt
sich translatorisch mit der Geschwindigkeit _y(t) in y-
Richtung. Auf der sich drehenden Scheibe kann sich
die mit einer Feder gefesselte Punktmassem in einer
Nut reibungsfrei bewegen. Die Gewichtskraft wird ver-
nachl•assigt.
Das �; �; � -System ist ein scheibenfestes Koordinaten-
system.

(a) Wie gro� ist der Vektor ~rAB und der Vek-
tor ~rrel vom Punkt B zur Punktmasse? Ge-
ben Sie die Winkelgeschwindigkeit ~! des be-
wegten �; �; � -Systems gegen•uber dem x; y; z-
Inertialsystem an.

(b) Geben Sie die Geschwindigkeit der Punktmasse
im Inertialsystem an.

(c) Geben Sie die Beschleunigung der Punktmasse
im Inertialsystem an.

(d) Schneiden Sie die Punktmasse frei und tragen
Sie alle Tr•agheits-, Zwangs-, und eingepr•agten
Kr •afte an.

Geg.: m; c; � m ; y(t); ' (t); _' (t); •' (t); � m ; _� m ; •� m

y

z x

�
�

�

� m

� m

c

m

'; _'; •'

A

B
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23. Die StangeAB in der Skizze hat in der
Winkellage � = � 0 die Winkelgeschwin-
digkeit ! AB .

(a) Bestimmen Sie die Winkelgeschwin-
digkeiten der Stange BC und des
Rades in der dargestellten Lage.

(b) Wie gro� darf der Radius r maxi-
mal sein, damit die Scheibe eine vol-
le Umdrehung machen kann?

Geg.: r , l , ! AB , � 0 = 60 � .

x

y

+

r

l

l

�

! AB

D

CB

A

24. Das dargestellte Getriebe besteht aus den Zahnr•adern 1
und 2, dem Winkelrahmen 3 und der Schubstange 4. Der
Winkelrahmen 3 rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit
! 3 um den Lagerpunkt A. Das im Punkt C mit dem
Rahmen verbundene Zahnrad 2 rollt infolgedessen im
Punkt B auf dem blockierten Zahnrad 1 ab. Die Schub-
stange 4 ist in E gelenkig mit dem Winkelrahmen 3 sowie
•uber die Schiebeh•ulse D mit Zahnrad 2 verbunden. F•ur
die folgenden Aufgaben istR und ! 3 gegeben.

ABCD

E

1

2

34

x

y

RR 2R

4R! 3

(a) Zeigen Sie, dass die Winkelgeschwindigkeit des Zahnrades 2! 2 = 3
2 ! 3 betr•agt.

(b) Berechnen Sie die Winkelgeschwindigkeit! 4 der Schubstange 4.

(c) Berechnen Sie die Relativgeschwindigkeitv(rel )
D in der Schiebeh•ulse D.

25. Das Sonnenrad1 bewege sich mit der Winkelgeschwindigkeit! 1

und der Verbindungshebel 3 mit ! 3. Das Planetenrad bewegt
sich rein rollend. Ermittlen Sie den Geschwindigkeitsvektor des
Punktes P, der sich auf dem Planetenrad 2 be�ndet.

Geg.: r1, r2, a, ! 1, ! 3,  .

a

r2

r1

! 1

 

1

2

3

! 3

P
B

A
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26. Die StangeAB in der Skizze hat die Winkelgeschwin-
digkeit ! AB und die Winkelbeschleunigung _! AB . Die
Scheibe rollt innen auf der raumfesten kreisf•ormig ge-
kr •ummten Ober •ache mit dem RadiusR ohne zu glei-
ten. Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit! S und
die Winkelbeschleunigung _! S der Scheibe.

Geg.: r , R, ! AB , _! AB .

r

R! AB

! S

C

B

A

x

y
+

27. Ein Werkzeug besteht aus drei
Starrk•orpern: Die Schubstange 1 gleitet
reibungsfrei mit der Geschwindigkeit
v1 und der Beschleunigung a1 auf dem
Untergrund. Das zum Hubausleger 2
geh•orende, bei B drehbar gelagerte Rad
rollt bei A auf der Stange 1 ab (reines
Rollen). Der st•utzende Winkelrahmen
3 ist im Punkt C drehbar mit dem

Hubausleger 2 verbunden und gleitet
in D, •uber eine Schiebeh•ulse gekoppelt,
reibungsfrei auf der Schubstange 1 . F•ur
die dargestellte Lage sind r , v1 und a1

gegeben.

A

B

C

D
1

2

3

y

3r

6r

6r 10r

a1; v1

x

(a) Zeigen Sie, dass sich die Winkelgeschwindigkeiten von2 und 3 zu ! 2 = � 1
3

v1
r bzw.

zu ! 3 = � 1
8

v1
r ergeben, und berechnen Sie den Betrag der Relativgeschwindigkeit vD;rel

zwischen der Schiebeh•ulse in D und der Schubstange 1.

(b) Berechnen Sie die Winkelbeschleunigung _! 2 des Hubauslegers.

(c) Konstruieren Sie den MomentanpolG3 des Rahmens 3 (Skizze).

28. Bei einem Kurbeltrieb dreht sich die Welle mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit ! . Bestim-
men Sie die Geschwindigkeit und die Beschleu-
nigung des KolbensK .

Geg.: r , l , ! r l
!

C K

x

y

+
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29. F•ur das skizzierte Planetengetriebe, das aus einem Sonnenrad (a1,
! 1), einem Hohlrad (a2, ! 2) und Planetenr•adern besteht, ermittlen
Sie

(a) die Bahngeschwindigkeit v f•ur den Mittelpunkt des Plane-
tenrades,

(b) die Winkelgeschwindigkeit ! des Planetenrades,

(c) die Winkelgeschwindigkeit ! � des Planetenradtr•agers,

geg.:a1, a2, ! 1, ! 2.

30. Die Spule in der Skizze wickelt sich von der undehnbaren
Schnur ab und hat zum dargestellten Zeitpunkt die Win-
kelgeschwindigkeit! und die Winkelbeschleunigung _! . Be-
stimmen Sie die Winkelbeschleunigung _! B des PunktesB .

Geg.: rA , rB , ! , _! .

r A

r
B

S

B

A

x

y

+

31. Ein Getriebe besteht aus 4 starren
K•orpern: einem unbeweglichen Zahnrad
0 , einem Winkelrahmen 1 , einer H•ulse
2 und einem umlaufenden Zahnrad 3 .

An der Stelle P gleitet in der H•ulse ein
kleiner Stift, der auf dem umlaufenden
Rad sitzt, d.h. fest mit ihm verbunden
ist. An der Stelle K rollt 3 auf 0 ab.

Geg.: ! 1 = ! 1ez, H .

Berechnen Sie f•ur die dargestellte Lage:

A

B

P

Stift

K

0

1

2

3

ex

ey

ez

n

HH 2H

4H ! 1

(a) die Winkelgeschwindigkeit ! 3 des Rades 3 ,

(b) die Geschwindigkeit des Stifts v
3

P und die Geschwindigkeit der H•ulse beim Stift, also

v
2

P , und daraus die Winkelgeschwindigkeit! 2 der H•ulse. Tipp: In Richtung n nimmt
der Stift die H•ulse mit, so dass die Geschwindigkeitskomponenten in dieser Richtung
•ubereinstimmen.

(c) die Relativgeschwindigkeit vrel zwischen Stift und H•ulse.
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2 Dynamik

32. Ein mechanischer Basketballspieler wirft den Ball immer unter
dem Winkel � ab. Der Luftwiderstand sei vernachl•assigbar.

(a) Wie gro� mu� die Abwurfgeschwindigkeit sein, damit der
Ball den Korb tri�t?

(b) Ab welcher minimalen Entfernung d von dem Korb hat
der Basketballspieler keine M•oglichkeit mehr zu tre�en?

Geg.: � , h, d, g

��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
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��������������������������
��������������������������
��������������������������
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��������������������������
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geschw

d

h

g

�

33. Auf einer schiefen Ebene bewegt sich reibungsfrei
ein K•orper der Massem, Bewegungskoordinates,
infolge der Schwerkraft abw•arts. In einer radialen
Bohrung ist ein Zylinder der Masse M , der Re-
lativkoordinate x, elastisch angeordnet, der sich
ebenfalls reibungsfrei bewegen kann. F•ur die ent-
spannte Lage der Federn gilts = 0 und x = 0. Be-
stimmen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichungen
f•ur die generalisierten Koordinatens und x.

Geg.: m, M , c, � , g

Literatur: [5, S. 38-41, S. 72-76]

34. In einem Fussballspiel wird
ein Freisto� gegeben. Der
Freisto�sch•utze m•ochte den
Ball so treten, dass dieser bei
der Mauer, an der Stelle x1,
und bei der Torlinie, an der
Stelle 3x1, die H•ohe h hat.
Berechnen Sie bei Ver-
nachl•assigung des Luftwi-
derstandes den notwendigen
Antrittswinkel � , sowie die
notwendige Anfangsgeschwin-
digkeit v0 des Balls.

Geg.: g; x1; h

Hinweis: cos2 � = 1
tan 2 � +1

h

z v0

0

�

x1 3x1

x

g

Literatur: [6, S. 154]
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35. Die abgebildete starre Stange dreht sich mit konstanterWin-
kelgeschwindigkeit! . Ein K •orper (Massem) gleitet reibungsfrei
auf der Stange. Der K•orper ist zus•atzlich durch eine Feder (Stei-
�gkeit k) an das Lager A gekoppelt. Die entspannte L•ange der
Feder sei 0.

Bestimmen Sie die Kr•afte, die auf den K•orper durch die Feder
und die Stange ausge•ubt werden.

!
r

m

k

A

36. Ein Fu�ballspieler spielt den Ball (Masse m) mit der
Geschwindigkeit v0 unter dem Winkel � 0 zur Horizon-
talen ab. W•ahrend des Fluges wirkt eine Widerstands-
kraft F W = kv entgegender Richtung der Geschwin-
digkeit auf den Ball. Man bestimme die Geschwindig-
keitskomponenten in Abh•angigkeit von der Zeit. Wie
gro� ist Horizontalkomponente, wenn der Ball beim
Mitspieler (Abstand l) ist?

v0

� 0

l

37. Bestimmen Sie f•ur das skizzierte System mit
den Newtonschen Gesetzen die Lage der
Kugel zu einem beliebigen Zeitpunktt.
Annahmen:

� Das Seil und die Umlenkrolle seien mas-
selos und nicht dehnbar.

� Der Str•omungswiderstand der Kugel sei
proportional zur Geschwindigkeit mit
dem Widerstandskoe�zienten k.

� Der Gleitreibbeiwert zwischen dem
K•orper m2 und seiner Unterlage ist� .

g

m1

m2

�

�

r

x

� Der hydrostatische Auftrieb der Kugel sei vernachl•assigbar.

� Zur Zeit t = 0 ruhe das System beix = 0. Danach sinkt die Kugel senkrecht
nach unten.

Geg.: m1, m2, k, � , � , g

Hinweis: K•urzen Sie die Koe�zienten der Di�erentialgleichung ab, um si ch Schreibarbeit zu
sparen.

38. Die Aufh•angevorrichtung (Massem1) eines ebenen
Pendels mit der L•ange l und der Pendelmassem2

gleitet reibungsfrei auf einer horizontalen Schiene.

Ermitteln Sie die Bewegungsdi�erentialgleichungen
f•ur die Massenm1 und m2.

Geg.: m1, m2, l , g

m1

m2

s

' l

g

Literatur: [5, S. 38-41, 72-76]
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39. Ein Sportler st•o�t eine Kugel mit der
Anfangsgeschwindigkeitv0 aus einer An-
fangsh•ohe z0.

Unter welchem Winkel � opt muss die Ku-
gel gesto�en werden, damit sie m•oglichst
weit iegt, und wie gro� ist diese Wei-
te? Wie •andern sich die Ergebnisse, wenn
man von einer Anfangsh•ohe z0 = 0 aus-
geht?

geg.: z0 = 2 ; 0m; v0 = 13; 0 m
s

z

x

v0

z0

g

�

xw

40. Auf einer als starr und masselos anzusehenden Stange kann die Masse
m, die mittels einer idealen Feder mit dem Drehpunkt verbunden ist,
reibungsfrei gleiten. Es seil0 die Federl•ange im spannungslosen Zustand.
Ein Antrieb im Drehpunkt der Stange regt mit dem Moment M (t) =
M 0 sin 
 t das System zum Schwingen an.

Stelle die Bewegungsdi�erentialgleichung auf! Ber•ucksichtige die
Schwerkraft.

Geg.: m, l0, M 0, 
, g, c

������

m

� = 0

M (t)
c

41. Eine Punktmassem bewegt sich reibungsfrei im darge-
stellten Kreisring unter Wirkung der Gewichtskraft.
Ermitteln Sie die Bewegungsdi�erentialgleichungen f•ur
die Massem.

Geg.: m; g; R

g

x

y

' (t)

m

R

42. Zwei MassenM und m sind •uber ein Seil miteinander
verbunden. Zum Zeitpunkt ( t = 0) besitzt das System
die Anfangsgeschwindigkeitv = 0. Der Klotz M gleitet
von A nach B reibungsfrei. Von B nach C herrscht der
Reibungskoe�zient � . Wie gro� mu� � sein, damit der
Klotz genau an der Stelle C zum Halten kommt?

Geg.: l , M = 2m, m, � , g
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������

M

m

g
A B C

� = 0 � 6= 0

l 10l

Literatur: [5, S. 32-47, 72-76]
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43. Zwei MassenM und m mit den Reibungskoe�-
zienten � 1 bzw. � 2 gegen•uber der rauen Unter-
lage sind durch einen masselosen starren Stab
verbunden und gleiten eine schiefe Ebene hin-
ab. An der Massem greift zus•atzlich noch eine
Kraft P an.

Geg.: M , m, P, g, � 1, � 2, �

M

m
g

S

P

x

y� 1

� 2

�

L•osen Sie folgende Teilaufgaben mit Hilfe derNewtonschen Axiome !

(a) Machen Sie eine Freischnittskizze und bestimmen Sie dieStabkraft S!
Wie gro� ist die Beschleunigung des Systems?

(b) Wie gro� ist die Geschwindigkeit in Abh •angigkeit vom zur•uckgelegten Weg, wenn die
Kraft P = 0, die Reibungskoe�zienten � 1 = � 2 = � sind und die Massen mit der
Anfangsgeschwindigkeitv0 hinabgesto�en wurden?

(c) Nach welcher Strecke kommen die Massen zur Ruhe? Unter welchen Umst•anden ist dies
m•oglich?

44. In einer F•orderanlage be�ndet sich eine Ram-
pe, auf der die zu bef•ordenden Kisten (Masse
m) herunterrutschen. Am Ende der Gleitstrecke
werden sie durch einen elastischen Anschlag
(Federkonstantec) abgebremst. Zwischen Kiste
und der Rampe wird Coulombsche Reibung mit
dem Reibungsbeiwert� angenommen.

Geg.: m, g, s, c, � , �

m
g

s

c
xF

x

x

y

�

�

(a) Welche Zeit t0 ben•otigt die Kiste bis zum Ber•uhren des Anschlages und welche Ge-
schwindigkeit v0 hat sie dabei, wenn sie aus der Ruhelage beix = 0 freigegeben wird?

(b) Wie gro� ist der Federweg xF max , der zum Abbremsen der Kiste auf die Geschwindigkeit
Null notwendig ist? Die Masse des elastischen Anschlags soll vernachl•assigt werden.
(Hinweis: Benutzen Sie die Trennung der Variablen!)

45. Drei gleiche Massenm1 = m2 = m3 = m
sind mit Seilen •uber masselose Rollen verbun-
den. Man bestimme die Bewegungsgleichungen
f•ur den Fall, da� sich m3 nach unten bewegt!

Geg: � , � , g, m
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

� �
�

g
m1

m2

m3
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46. In dem skizzierten System gleitet die MasseM die Rampe
hinab. Auf M bewegt sich reibungsfrei eine zweite Massem.

Gesucht ist die Beschleunigung vonM .

Geg.: M , m, � G, � , g

g

�

2�

� = 0

� = � G

M

m

47. Aus einem Rosinenbomber, der in
der H•ohe h mit der Geschwindig-
keit v0 iegt, wird ein Sack Kohlen
abgeworfen. Wo muss der Sack bei
vernachl•assigbarem Luftwiderstand
abgeworfen werden, damit er ein be-
stimmtes Ziel erreicht?

x

y h

48. Wie lautet die Gleichung der Bahnkurve einer Massem, die
im Schwerefeld der Erde zum Zeitpunkt t = 0 mit der An-
fangsgeschwindigkeitv0 unter dem Winkel � bei (x0; y0) ab-
geworfen wird? Ber•ucksichtigen Sie den Luftwiderstand nach
dem GesetzF W = � kv mit k � 0!

�

x

y
FW

mg

v

v0

x0

y0

Literatur: [5, S. 32-47]

49. Auf der skizzierten Scheibe, die mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit ! rotiert, gleitet die Masse m
in einer diametralen F•uhrung. Zwischen der Massem
und ihrer F•uhrung herrscht der Reibkoe�zient � . Die
Scheibe liegt in einer horizontalen Ebene, d. h. die Ge-
wichtskraft wirkt in Richtung der Drehachse.

Zum Zeitpunkt t = 0 hat die Masse m keine Relativ-
geschwindigkeit zur Scheibe und den Abstandr0 von
der Drehachse der Scheibe. Stellen Sie f•ur diese Annah-
men die Bewegungsdi�erentialgleichung f•ur die Masse
m auf!

Geg.: m, r0, ! , �

��������

m
�

!

Literatur: [5, S. 32-41]
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50. Eine Punktmasse m gleitet reibungsfrei auf einer Ebene.
Sie ist an einem Seil befestigt, das mit der konstanten
Geschwindigkeit v zum Punkt P gezogen wird. Zur Zeit t = 0
betr•agt die Umfangskomponente der Geschwindigkeit der
Punktmasse! 0l0 und ihr Abstand zum Punkt P l0.

Bestimmen Sie die Seilkraft.

Geg.: m, v, l0, ! 0

_x

v
P

m

l0

51. Ein Gleitklotz der Massem wird mittels eines Seils auf einer horizontalen starren Schiene AB
entlanggezogen. Die Seilrolle mit dem RadiusR rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
! 0. Das Seil soll als masselos und nicht dehnbar angenommen werden. Der Reibungskoe�zient
zwischen dem Klotz und der Schiene ist� .

(a) Zeigen Sie, da� die Beschleunigung des
Gleitklotzes

•x = �
R2! 2

0

h
tan3 '

betr•agt.

(b) Berechnen Sie nun die Seilkraft Fs als
Funktion des Winkels ' . Die Gewichts-
kraft des Klotzes ist zu vernachl•assigen.

Geg.: m, h, R � r , ! 0, � , '

m

h

AB

R

r

�

ex

ey

ere'

'! 0

52. Ein Gleitklotz der Massem gleitet entlang einer ver-
tikalen F •uhrungsstange und ist an einer Feder mit der
Stei�gkeit k und der ungedehnten L•angel0 besfestigt.
Der Gleitklotz wird aus der Ruhelage in A losgelas-
sen. Der Reibungskoe�zient zwischen dem Klotz und
der Schiene ist� .

(a) Wie viele Freiheitsgrade hat das System? Be-
gr•unden Sie Ihre Antwort.

(b) Stellen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung
f•ur die Massem auf.

Geg.: g, m, k, � , l0

g

m
�

l0

k
A

B
ex

ey
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53. Ein K•orper (Massem1) gleitet reibungsfrei in vertikaler Rich-
tung und ist •uber eine masselose Stange (L•ange l) mit einer
Punktmassem2 gelenkig verbunden. Die Punktmasse ist•uber
eine weitere Stange (L•angel) gelenkig an die Umgebung gekop-
pelt.

(a) Wieviele Freiheitsgrade hat das System?

(b) Bestimmen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung f•ur das
System.

Geg.: l , g, m1, m2

'

m1

m2

l

l

g

x

y

glatt

Literatur: [5, S. 38-41, S. 72-76]

54. Mittels einer Seiltrommel wird eine an einem idealen Seil befe-
stigte Massem abw•arts bef•ordert. Beim Erreichen der Geschwin-
digkeit v0 wird die Rolle durch einen starren Hebel abgebremst,
indem der Hebel gegen die rotierende Scheibe gedr•uckt wird. Es
sei � der Gleitreibungskoe�zient und � 0 der Grenzhaftungsko-
e�zient zwischen dem Hebel und der Scheibe.

(a) Man bestimme die Kraft F so, da� das System in einer
vorgegebenen ZeitT nach Eingreifen der Bremse zum Still-
stand kommt.

(b) Welche Strecke legt die Massem w•ahrend des Bremsvor-
gangs zur•uck?

(c) Mit welcher Mindestkraft mu� an dem Hebel gezogen wer-
den, um das System im Gleichgewicht zu halten, nachdem
es zur Ruhe gekommen ist?

Geg.: a, b, g, r , R, m, v0, T , J A , � , � 0

R

r

g

J A

A

m

a

b

F

55. Zwei •uber Seile verbundene R•ader werden mit
einem angeh•angten Gewicht beschleunigt. Seile
und Umlenkrolle seien masselos, die Seile un-
dehnbar und immer stra�. Die R •ader stehen am
Beginn der Bewegung still und rutschen danach
immer (kein reines Rollen).

Geg.: m, J , � , r , h, g

m; J m; J

m

g

��
h

rr

(a) Geben Sie die Beschleunigung der Massenmittelpunkte der R•ader als Funktion der Zeit
an.

(b) Geben Sie die Winkelgeschwindigkeit des linken und des rechten Rades zu dem Zeitpunkt
an, an dem sich das Gewicht um die H•ohe h aus der Ruhelage abgesenkt hat.

(c) Welche Werte darf der Reibbeiwert � annehmen, damit die Annahme erf•ullt ist, da� die
R•ader immer rutschen?
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56. Eine Kugel der Massem iegt mit einer Geschwindig-
keit v0. Sie explodiert in zwei Teile. Die Einzelteile haben
die Massenm1 bzw. m2. Sie iegen mit den Geschwin-
digkeiten v1 bzw. v2 unter den Winkeln � 1 bzw. � 2 zur
urspr•unglichen Flugrichtung auseinander.

Die Richtungen � 1 und � 2 sowie die Geschwindigkeitv1

des einen Teils unmittelbar nach der Explosion werden
gemessen. Bestimmen Sie die Massen der Teile und die
nicht gemessene Geschwindigkeitv2!

Geg.: m, v0, � 1 = �
2 , � 2, v1

� 1

� 2
m

m1

m2

v0

v1

v2

57. Zwei Autos sto�en unter einem Winkel � zusammen und rut-
schen ineinander verkeilt (ohne Rotation) nach dem Zusammen-
sto� mit blockierten R •adern eine StreckeX R , bis sie zum Still-
stand kommen.

Geg.:

� Massen und Geschwindigkeitsbetr•age der Autos vor
dem Zusammensto�: m1, v1, m2 und v2

� Reibbeiwert beim Rutschen�

� Winkel vor dem Sto� �

�
�

X R
m1

m2

(a) In welche Richtung rutschen die Autos nach dem Zusammensto�?

(b) Wie lang ist die Rutschstrecke X R?

(c) Ein Golf m1 = 1000kg und ein Mercedesm2 = 2000kg sto�en unter � = 45 � zusammen.
Der Golf hat seine Bewegungsrichtung beim Zusammenprall um� = 30 � ge•andert. Aus
der Rutschstrecke konnte die Geschwindigkeit der ineinander verkeilten Autos unmittel-
bar nach dem Zusammensto� bestimmt werden, sie betrug 20ms . Wie schnell waren die
Autos vor dem Zusammensto�?

58. Bei sehr kurzen Landebahnen (z.B. auf Flugzeugtr•agern) werden Kettensysteme eingesetzt,
um landende Flugzeuge abzubremsen. Um einen Eindruck von den Vorg•angen beim Landen
zu erhalten, sollen die folgenden einfachen Berechnungen durchgef•uhrt werden.

Das dargestellte Flugzeug habe die MassemF und beim Einklinken der Ketten die Geschwin-
digkeit v0. Beide Ketten haben die L•ange L und die Masse pro Einheitsl•ange � . Es werde
angenommen, dass die einzelnen Kettenglieder schlagartigaus dem Ruhezustand in den be-
wegten Zustand mit der Geschwindigkeit v •ubergehen. Reibung und E�ekte senkrecht zur
Zeichenebene werden vernachl•assigt.

(a) Bestimmen Sie die Beziehung zwischen Wegx
und Geschwindigkeit v f•ur das landende Flug-
zeug. Welche GeschwindigkeitvE hat das Flug-
zeug in dem Moment, in dem das letzte darge-
stellte Glied der beiden Ketten bewegt wird?

(b) Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf von Ge-
schwindigkeit v und Weg x.

L

v

v0

x
x
2

Literatur: [5, S. 76-79, S. 96-102]
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59. Aus einem anf•anglich ruhenden Boot werden zwei schwere Steine horizontal nach hinten ge-
worfen. Das Boot hat die Gesamtmassem0 (einschlie�lich der Steine), die Steine haben die
Massenm1 und m2. Die Reibung des Bootes soll vernachl•assigt werden. Die Abwurfgeschwin-
digkeit relativ zum Boot sei w.

Wie gro� ist die Geschwindigkeit des Bootes nach dem Abwerfen, wenn

(a) die beiden Steine gleichzeitig, bzw.

(b) zuerst die Massem1 und dann die Massem2

geworfen werden?

Geg.: m0, m1, m2, w

60. Ein Seil der L•angeL mit der MasseM liegt auf dem Boden. Nun soll es an einem
Ende hochgezogen werden. Welche KraftH ist n•otig, um dieses Ende mit der
konstanten Beschleunigunga nach oben zu heben? Es soll angenommen werden,
da� das Seil bis zum Boden immer senkrecht h•angt.

Geg.: L , M , a ����������������

H

61. Eine Punktmasse der Massem st•o�t mit
der Geschwindigkeit v� unter dem Win-
kel � auf eine starre WandB . Beim Sto�
tritt Gleitreibung mit dem Reibungskoef-
�zient � auf. Die Punktmasse ist•uber eine
Feder mit der Federkonstantec, die stets
in Richtung der y-Achse wirkt, mit der
Wand A verbunden. In der Lagey = l ist
die Feder spannungslos. Die Masse gleitet
reibungsfrei auf der Unterlage.

0

1

2
A

B

l

x
y

� �
m

�

gc

(a) Tragen Sie alle auftretenden Kr•afte an der zum Sto�zeitpunkt freigeschnittenen Punkt-
masse an. Bestimmen Sie dann unter Zuhilfenahme des Impulssatzes und der Sto�zahl-
gleichung die Geschwindigkeitskomponentenv+

x und v+
y unmittelbar nach dem Sto�.

(b) Bestimmen Sie•uber den Energiesatz die Sto�zahle unter der Ma�gabe, dass geradekein
weiterer Sto� an der Wand A auftreten soll.

(c) Bestimmen Sie mit den Zahlenwertenl =2m, v� =1 m
s , � = 30 � , m =1 kg, � =0,2 und

c = 0 ; 05N
m die Sto�zahl e sowie Betrag und Richtung (� ) der Punktmasse unmittelbar

nach dem Sto�.

Geg.: m, v� , � , c, l
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62. Ein Tischtennisball (Punktmasse, Massem)
wird zum Zeitpunkt t = 0 mit der Ge-
schwindigkeit v0 in der H•ohe h1 horizontal
abgeschossen. Im Abstandx1 tri�t er auf
die starre unverschiebbare Tischtennisplat-
te. Der Sto� ist ein realer mit Sto�zahl e;
die Ober •ache der Tischtennisplatte ist glatt.
Im Abstand x2 erreicht der Ball danach den
h•ochsten Punkt y = h2 seiner weiteren Flug-
bahn.

x
y

h1

h2

m v0

glatt

x1 x2

e

g

(a) Bestimmen Siex1.

(b) Berechnen Sie die Geschwindigkeitenv�
x ,v�

y unmittelbar vor dem Sto�, sowie v+
x , v+

y
unmittelbar nach dem Sto�.

(c) Bestimmen Sie die H•ohe h2.

Geg.: m, g, e, h1, v0

63. Zwei Kugeln verschiedener Massem1 und m2

und den Geschwindigkeitenv �
1 und v �

2 sto-
�en wie in der Skizze angegeben zentral zu-
sammen. Alle Vorg•ange verlaufen reibungsfrei
und der Sto� ist au�erdem vollelastisch.

(a) Geben Sie die Geschwindigkeitenv �
1

und v �
2 der Kugeln vor dem Sto� im kar-

tesischen Koordinatensystem an.

(b) Berechnen Sie die Geschwindigkeitenv +
1

und v +
2 der Kugeln nach dem Sto�.

(c) Wie muss das Massenverh•altnis m1
m2

gew•ahlt werden, damit sich die Kugelm2

nach dem Sto� unter dem Winkel � =
45� weiterbewegt, wenn die Geschwin-
digkeiten vor dem Sto� betragsm•a�ig
gleich sind (v �

1 = v �
2 )?

Geg.: m1; m2, v �
1 , v �

2

g

x

y

m1m1

m2

m2

v �
1

v �
2

0

�

64. Zwei Personen mit den Massenm1 und m2 laufen auf einer Scheibe
mit Massentr•agheitsmoment � S l•angs zweier konzentrischer Kreise
mit den Bahngeschwindigkeitenv1 und v2. Die Scheibe ist dabei
in Ruhe.

Mit welcher Winkelgeschwindigkeit rotiert die reibungsfrei und
zentrisch gelagerte Scheibe, wenn beide Personen pl•otzlich stehen-
bleiben?

Geg.: m1, m2, � O = � S, r1, r2, v1, v2

O v1

v2

m1

m2

r1

r2

� S
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65. Eine Kugel iegt mit einer Geschwindigkeit v0. Zum Zeit-
punkt t = t0 zerplatzt sie in drei Teile. Alle Geschwin-
digkeitsvektoren liegen in einer Ebene. Deren Draufsicht
ist anbei skizziert.

Geg.: m0, � = �
6 , � = �

2 , v0, v1 = 2
p

3v0, v2 = 4
3

p
3v0,

v3 = 8
3

p
3v0

(a) Bestimmen Sie die Massen der drei Teile.

(b) Wieviel mechanische Energie hat das gesamte Sy-
stem beim Zerplatzen insgesamt aufgenommen,
wenn m0 = 6 g (sechs Gramm) und v0 = 10 m

s ?

�

��

m0

m1

m2

m3 v0

v1

v2

v3

x

y

66. Eine Kugel (m2) st•o�t mit der Geschwindigkeit v0 gegen
einen frei beweglichen ruhenden Klotz (m1; JS). Nach dem
Sto� ist die Geschwindigkeit der Kugel null.

(a) Wie gro� sind die Winkelgeschwindigkeit ! des Klot-
zes und die Geschwindigkeit seines SchwerpunktsvS;n

nach dem Sto�? (Der Sto� kann nicht als ideal elastisch
angenommen werden.)

(b) Berechnen Sie f•ur den Fall eines ideal elastischen
Sto�es und JS = 1

2m1a2 das Verh•altnis der Mas-
senm1=m2!

Geg.: m1, m2, JS, a, v0

m1; JS

m2

a

v0

67. Eine Massem1 tri�t mit einem elastischen Sto� auf ein Pendel.
(m2, � A

2 , Schwerpunkt S)

(a) Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit des Pendels nach dem
Sto�. (geg.: a)

(b) Bestimmen Sie die L•ange a so, da� im Lager A keine Kr•afte
infolge des Sto�es auftreten.

Geg.: m1, v1, m2, � A
2 , s

��
��
��

��
��
��

m1

m2; � A
2

a
s

v1

A

S

Literatur: Exzentrischer Sto�: [5, Abschnitt 3.3.3] S. 145�

68. Eine sich mit v1 bewegende Kugel tri�t auf eine sich mit v2
bewegende Unterlage.

Ermittle die Winkelgeschwindigkeit 
 der Kugel nach dem in
tangentialer Richtung elastischen Sto�.

Geg.: m1, J C
1 , r , m2, v1 = � v1en , v2 = v2et ,

v2

v1

m1,J C
1

m2

r

et

en
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69. Eine Kugel der Massem und des Radiusr tri�t mit der Geschwindigkeit v unter einem Winkel
� auf eine starre Platte.

Bestimme die Geschwindigkeiten ^v und !̂ sowie den Winkel � nach dem Sto� unter den
folgenden vereinfachenden Annahmen:

Der Sto� senkrecht zur Wand sei ideal elastisch.

(a) Der Sto� tangential zur Wand sei ideal elastisch.

(b) Der Sto� tangential zur Wand sei voll plastisch.

(c) Die Kugel gleitet an der Wand ohne Reibung (kein
Sto� in tangentialer Richtung). ����������������������

m; � C

r

!̂

� �v

v̂

Geg.: m, � C , r , v, �

Literatur: Zum zentrischen Sto� siehe [5] Abschnitt 2.5 (S. 86�). In [5, Abschnitt 3.3.3]
wird der exzentrische Sto� und auf S. 149� der Fall des rein plastischen Tangentialsto�es
behandelt.

70. Eine Kugel der Massem2 st•o�t mittig gegen einen ruhenden homogenen W•urfel mit der
Dichte � , der an einem als masselos anzusehenden Stab befestigt ist.

(a) Berechnen Sie die Winkelgeschwindigkeit des
W•urfels unmittelbar nach dem Aufprall. Der Sto�
sei ideal elastisch.JS und m1 sind als bekannt an-
zunehmen.

Geg.: l , v0, JS, m1, m2

(b) Leiten Sie das Massentr•agheitsmoment JS des
W•urfels um seinen Schwerpunkt aus der allgemei-
nen Formel f•ur das Massentr•agheitsmoment eines
beliebig geformten starren K•orpers ab.

Geg.: � , l

71. Eine Massem, die von einem Faden ge-
halten wird, bewegt sich mit der Win-
kelgeschwindigkeit! 0 auf einer glatten
Ebene mit dem Abstand r0 von einem
Loch A. Die Masse h•angt an einem Fa-
den, der durch das Loch gef•uhrt ist und
mit der Kraft S0 gehalten wird.

A

m

r0

r0

S0
! 0

ere'

(a) Wie gro� ist die Winkelgeschwindigkeit ! 1, wenn der Faden so weit angezogen wird, dass
sich die Masse anschlie�end im Abstandr1 bewegt?

(b) Wie •andert sich hierbei die Fadenkraft?

Geg.: ! 0, r0, r1, S0

Literatur: [5, Abschnitt 2.3 Momentensatz, S. 80], zur Fadenkraft siehe Abschnitt 1.14
Ebene Bewegung, Polarkoordinaten, S. 20 [5]
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72. Zwei Kugeln tre�en wie skizziert aufeinander. Vor dem Sto� ist
die Massem1 in Ruhe und m2 bewegt sich mit der Geschwindig-
keit v2, beide Kugeln drehen sich nicht.

Berechnen Sie die Geschwindigkeiten der Kugeln nach dem Sto�
unter der Annahme, da� dieser ideal elastisch ist und nur eine
Normalkomponente besitzt (

"
glatte\ Kugeln).

Geg.: m1, m2, v2, r1, r2

m2

m1

v2

et

en

r2

r1

Literatur: Zentrischer Sto�: [5] Abschnitt 2.5 (S. 86�).

73. An einem Ende eines•uber eine Rolle gef•uhrten Seiles sitzt ein
A�e (1) ruhig. Ein gleich schwerer A�e (2) klettert mit der Re la-
tivgeschwindigkeit u = konst. an dem anderen Seilende empor.

Das Lager A sei reibungslos, dann bleibt f•ur das Gesamtsy-
stem das Impulsmoment erhalten. Bestimmen Sie die Abso-
lutgschwindigkeiten beider A�en und die kinetische Energie des
Systems.

Geg.: u, Masse eines A�enm, Tr •agheitsmoment � A und Radi-
us a der Rolle

� A
A a

(1)

(2)

mm

Literatur: [5] Abschnitt 2.2 Schwerpunktsatz S.76�, Abschnitt 2.3 Momentensatz S.80�

74. Ein d•unner homogener Stab mit Massem und L•ange l
ist im Punkt A reibungsfrei drehbar aufgeh•angt. Er wird
aus der Lage' = 0 ohne Anfangsgeschwindigkeit losge-
lassen.
In der Lage ' = �

2 wird er von einer Punktmasse M
die sich horizontal mit der Geschwindigkeit v0 bewegt an
seinem Ende getro�en. Die Punktmasse bleibt im Pen-
delk•orper stecken.

(a) Berechnen Sie! � = _' (' = �
2 ) des Pendelk•orpers

unmittelbar vor dem Sto�.

(b) Berechnen Sie! + = _' (' = �
2 ) des Pendelk•orpers

mit der PunktmasseM unmittelbar nach dem Sto�.

(c) Nehmen Sie an, der Pendelk•orper mit der Punkt-
masse schl•agt zur•uck (! + < 0). Welche Bedingung
muss gelten damit dieser Fall eintritt? Wie gro� ist
dann die minimale Auslenkung ^' des Pendels nach
dem Sto�?

g

'

m; l

x

y

l

v0
M

A

S

Geg.: M = 2m, m, l , g
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75. Eine d•unne homogene gleichseitige Dreiecksscheibe der Dicket st•o�t mit der Spitze gegen
eine ruhende Kugel. Die Kugel iegt genau in senkrechter Richtung zur vorderen Kante der
Scheibe weg. Der Sto� sei ideal elastisch.

Hinweis: yo(x) =
p

3
3 x

x

y

p
3

2 l

l
2

yo(x)

(a) Bestimmen Sie das Massentr•agheitsmoment der Scheibe um ihr Lager A!

(b) Berechnen Sie die Geschwindigkeit der Kugel unmittelbar nach dem Sto�!

Geg.: l , t, � , m, ! 0, v0 = 0

76. Eine Kugel der Massem1 rollt aus der H•ohe H herab gegen einen Kasten (Leermassem2)
und bleibt darin stecken. Durch den Aufprall rutscht der Kasten eine schiefe Ebene hinauf.
Zu Beginn waren Kugel und Kasten in Ruhe.

(a) Berechnen Sie mit dem
Energieerhaltungssatz die Geschwin-
digkeit der Kugel beim Auftre�en auf
den Kasten!

(b) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des
Kastens mit der darin steckenden Ku-
gel unmittelbar nach dem Aufprall (Ver-
nachl•assigen Sie das von der Kugel auf
den Kasten •ubertragene Moment)!

(c) Berechnen Sie mit dem Arbeitssatzwel-
che StreckeL der Kasten bis zum Still-
stand zur•ucklegt!

Geg.: m1, JS = 2
5m1r 2, r , m2, H , � , � , g,

m1; JS

m2

�

reines Rollen g

H

r

L
�
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77. Eine d•unne homogene Scheibe (Radiusr , Massem) ist im Punkt P
frei drehbar durch ein Kugelgelenk gelagert. Im Punkt Q st•o�t etwas
senkrecht zur Scheibe (iny-Richtung) dagegen. Um welche Achse
dreht sich die Scheibe unmittelbar nach dem Aufprall? Bearbeite
dazu zun•achst die folgenden Teilaufgaben!

(a) Berechne den Drehimpuls(-vektor) bez•uglich P einer Punkt-
masse, die senkrecht zur Scheibenebene im Punkt Q gegen
die Scheibe st•o�t vor und nach dem Aufprall (Masse und Ge-
schwindigkeiten seien gegeben).

(b) Berechne den Massentr•agheitsmomententensor der Scheibe
bez•uglich P.

(c) Die Drehung der Scheibe um eine beliebige durch P gehen-
de Achse wird durch den Vektor der Winkelgeschwindigkeit!
charakterisiert. Berechne den Drehimpuls(-vektor) der Scheibe
bez•uglich P bei vorgegebenem! .

Geg.: r, m

r m

P

Q

x
y

z

78. In einem Ger•at, das zur experimentellen Bestimmung der
Sto�zahl e dient, f•allt eine Kugel der Massem1 aus dem zu
erprobenden Material ohne Anfangsgeschwindigkeit von
der gegebenen H•ohe h1 im Innern eines vertikalen Rohres
auf eine feste Unterlage aus einem zweiten Material (m2 !
1 ).

(a) Ermitteln Sie die Geschwindigkeit v� , mit der die
Kugel auf die Unterlage tri�t.

(b) Mit welcher Geschwindigkeit v+ prallt die Kugel von
der Unterlage zur•uck, wenn die Sto�zahl zwischen
Kugel und Sto�zahl e betr•agt?

(c) Wie gro� ist diese Sto�zahl e, wenn die Kugel an-
schlie�end bis zu einer H•oheh2 (h2 < h 1) aufsteigt?

Geg.: m1, h1, h2, g

g

z

h1

h2

79. Ein K•orper der Massem wird normal zum Schwerefeld der Erde um die Streckedx bewegt.

Zeigen Sie, da� ausgehend vomNewtonschen GesetzF = ma f•ur die kinetische Energie

T =
1
2

mv2

folgt, wenn f•ur die Arbeit dW = F dx gilt.
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80. Ein an einer masselosen F•uhrung drehbar gelagertes Pendel mit der Massem2 und dem
Massentr•agheitsmoment � 2 be�nden sich zun•achst in Ruhe.

Ein Gescho� mit der Massem1 und der Geschwin-
digkeit v1 tri�t im Punkt P auf das Pendel. Der
Sto� sei vollplastisch, das Gescho� bleibt im Pen-
del stecken.

(a) Schreiben Sie die Erhaltungss•atze f•ur Impuls
und Drehimpuls f•ur den geschilderten Sto�
auf.

(b) Bestimmen Sie den Abstand a so, da� das
Gelenk, in dem das Pendel gelagert ist, auch
nach dem Sto� ruht.

(c) Geben Sie die Winkelgeschwindigkeit ^! des
Pendels nach dem Sto� sowie den Kraftsto�
in P an. Es gelten die Annahmen aus Teil (b).

m1

m2; � C
2

masselos

C

P

b
a v1x

y

Geg.: m1, � C
1 =0, m2, � C

2 , v1, b; Index^kennzeichnet die Gr•o�en nach dem Sto�.

81. Gegeben ist eine Anordnung
mit zwei starren K•orpern der
Massen M , m verbunden mit
einem masselosen, undehnbaren
Seil, welches •uber eine Rolle
(reibungsfrei drehbar, Radius r ,
Massentr•agheitsmoment � (S) )
gef•uhrt wird und •uber eine Feder
c (entspannt f•ur x = 0) mit
der Umgebung verbunden ist.
Das System setze sich aus der
Ruhe heraus vonx; y; ' = 0 in
Bewegung.

c

x

y

'

M

m

r
masselos

Haften
� (S)

� = 0

g

S

(a) Bestimmen Sie die Zusammenh•ange _y( _x) und _' ( _x).

(b) Bestimmen Sie _x(x) mit dem Arbeits- bzw. dem Energiesatz (falls anwendbar).

(c) F•ur welchesx = x̂ kommt das System wieder zur Ruhe?

Geg.: M = 2m, m, � (S) = 2mr 2, c, g

82. Berechnen Sie an derAtwoodschen Fallmaschine vermittels des Energiesatzes
die Geschwindigkeit der zwei Massen in Abh•angigkeit der Auslenkung.

Das Seil sei hierbei als masselos und dehnstarr anzusehen, die Scheibe als
tr •agheitslos.

Gegeben:g; M; m.

M M + m
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83. Ein System, bestehend aus einem Balken und
zwei Rollen an den Balkenenden, f•uhrt eine ebene
Bewegung aus. Bekannt ist die waagerechte Ge-
schwindigkeitskomponentevsx des Balkenmittel-
punktes und der Stellungswinkel� .

Bestimme die kinetische und potentielle Energie
des Systems!

Geg.: l , r1, r3, m1, J1 = m
2 r 2

1, m2, J2 = 2
3ml 2,

m3, J3 = m
2 r 2

3, vsx , �

84. Eine Punktmasse m wird am
Punkt A durch eine um � s
gespannte Feder abgeschossen.
Die Punktmasse l•auft reibungs-
frei von A •uber B nach C. Ab dem
Punkt C herrscht Gleitreibung.

(a) Wie gro� ist die Geschwin-
digkeit der Punktmasse im
Punkt B und C?

(b) Wie lang ist der Brems-
weg L?

A

B
N.N.

C D� = 0 � g

g

� a

4 s

m

c

H

L

Geg.: a; � = 30 � ; c; g; H; m; � = 0 :6; � s.

85. Im nebenstehend skizzierten System tritt kein
Schlupf auf, die Reibung wird vernachl•assigt.

(a) Das Antriebsmoment sei M 1 := � M a. Bestim-
men Sie mit dem Arbeitssatz die Geschwindig-
keit _z(z) der Massem an jeder beliebigen Stelle
z!

(b) Bestimmen Sie das AntriebsmomentM b (M 1 =
� M b), bei dem die Massem maximal die H•ohe
zb erreicht!

(c) Bestimmen Sie durch Ableiten nach der Zeit
eine lineare Bewegungsdi�erentialgleichung f•ur
z(t).

Geg.: J S, m, r , c, M a, zb, g, z(0) = _z(0) = ' 1(0) =
' 2(0) = ' 3(0) = 0, Drehfeder entspannt bei ' 1 = 0
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86. Zwei Massen sind•uber eine Rolle miteinan-
der verbunden.

(a) F•ur welche Werte des Haftreibbeiwer-
tes � 0 kann sich die Massem2 nach
unten in Bewegung setzen?

(b) Berechnen Sie unter Verwendung des
Arbeitssatzes die Beschleunigung der
Massem2.

(c) Nachdem die Masse m2 am Bo-
den auftri�t, bewegt sich die Mas-
se m1 weiter und kommt an ihrem
h•ochsten Punkt zum Stillstand. Wel-
chen WegL hat die Massem1 insge-
samt zur•uckgelegt?Tip: Arbeitssatz

Geg.: m1, m2, � S, r1, r2, (� 0), � , g, h, �

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������

m1

m2

� �; � 0

r1

r2

h

� S

g

Literatur: [5, S. 140-144]

87. Ein Skateboarder m•ochte mit seinem Skateboard durch ein Loo-
ping fahren.

Bestimmen Sie die Mindesth•ohe h, bei der der Skateboarder
aus der Ruhe starten kann, damit er das Looping vollst•andig
durchl•auft.

Der Skateboarder wird als Punktmasse der Massem idealisiert.
Dissipation (Energieverlust) tritt nicht auf.

Geg.: g; m; R.

Rh
g

88. Eine zylinderf•ormige Walze (m2) schiebt einen Klotz (m1,
Gleitreibkoe�. � ) auf einer schiefen Ebene vor sich her.
Die Walze und der Klotz tre�en auf eine Feder und
dr•ucken diese bis zum Maximalbetragf zusammen. Die
schiefe Ebene besteht aus zwei unterschiedlichen Mate-
rialien mit den Gleitreibkoe�zienten � 1 und � 2. Auf dem
ersten Material rollt die Walze, auf dem zweiten Material
gleitet sie.

Wie gro� mu� v0 sein, damit die Feder um die L•ange f
zusammengedr•uckt wird?

Geg.: l1, l2, f , � , � 1, � 2, r , m1, m2, c, g
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A

B

�

v0

m
1

m
2

l1

l2
f

c

� 1

� 2

r

g
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89. Eine Kugel (Radiusr , Massem, Massentr•agheitsmoment� S) rollt im Schwerefeld au�en auf
einer kreisf•ormigen F•uhrung (Radius R) hinab. Ihre Bewegung beginnt bei ' = 0 mit der
horizontalen Geschwindigkeit des Schwerpunktsv0.

Geg.: r , R, m, Massentr•agheitsmoment bezogen auf den Schwerpunkt� S = 2
5 mr 2, g, v0.

(a) Geben Sie den Energiesatz zwischen
' = 0 und beliebigem ' an, und be-
stimmen Siev2(' ). Tipp: Die Kugel hat
translatorische und rotatorische Ener-
gie.

(b) Schneiden Sie die Kugel frei, und be-
stimmen Sie die Normalkraft zwischen
Kugel und F•uhrung abh•angig von '
f•ur den Spezialfall, dass die Anfangs-
geschwindigkeit Null ist, d.h. v0 = 0.
Tipps: (R + r ) _' = v, Schwerpunktsatz
in er -Richtung.

(c) F•ur welchen Winkel ' verl•asst die Ku-
gel die F•uhrung f•ur diesen Spezialfall?

R
reines Rollen

r

er

e'

m; � S

'

g

NN

v0

! 0

90. Die Stangem1 gleitet ohne Reibung an der linken Wand ab.
Zwischen der Stange und dem Radm2 wirkt das konstante
Reibmoment M R .

Bestimmen Sie mit Hilfe des Arbeitssatzesdie Geschwindig-
keit des Punktes A zu dem Zeitpunkt, an dem die Stange
genau waagerecht ist. Dabei soll angenommen werden, da�
der Punkt A mit der Wand in Kontakt bleibt.

Geg.: r , L , g, m1, J S
1 = 1

12m1L 2, m2, J B
2 = 1

2m2r 2, M R =
konst., Anfangsbedingungen:' (0) = �

6 , _' (0) = 0

B

B
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91. Im skizzierten ebenen System soll die Reibung vernachl•assigt werden. Das antreibende Mo-
ment M 0 sei konstant, die Drehfeder bei' (t=0) = 0 entspannt.

(a) Stellen Sie den Arbeitssatz f•ur das
System auf zwischen dem Anfangs-
zustand mit ' (t = 0) = _' (t = 0) =
0 und einem beliebigen sp•ateren Zu-
stand, der durch den Winkel ' (t) cha-
rakterisiert wird. Diese Gleichung soll
au�er ' (t) und _' (t) keine Unbekann-
ten enthalten.

(b) Bestimmen Sie daraus die Winkelge-
schwindigkeit _' (t1) in dem Moment
t1, in dem das Stabende E gerade
durch den Koordinatenursprung geht!

(c) Wie gro� mu� das Moment M 0 min-
destens sein, damit das Stabende E
den Koordinatenursprung •uberhaupt
erreicht.

Geg.: l , c, g, M 0, m, JS

92. Ein Massepunkt m bewegt sich reibungsfrei auf der skiz-
zierten Unterlage. Auf dem ebenen Teil der Bahn betr•agt
seine Geschwindigkeitv0.

(a) Bei welchem Winkel ' 1 hebt der Massepunkt von der
Unterlage ab?

(b) Wie hoch m•u�te die Geschwindigkeit v0 mindestens
sein, damit der Massepunkt bereits bei' 2 = 0 ab-
hebt?

Gegeben:g; m; r; v0.

r

m
v0

'

g

93. Dargestellt ist eine einfache Sortiermaschine, die G•uter
mit Hilfe einer reibungsbehafteten schiefen Ebene in erste
und zweite Wahl aufteilt. Ein Arbeiter legt die Waren je
nach Qualit•at oberhalb bzw. unterhalb einer Markierung
auf die Rampe. In welchem Abstanda zum Ende der
Rampe mu� die Markierung angebracht werden?

Geg.: b, h, � , g, � , m

�
bh

a

�

g

Literatur: [5, S. 58-66, S. 83-86]
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94. Ein Klotz der Massem gleitet auf der dar-
gestellten Bahn von 0•uber A und B nach
C und zur•uck bis nach D. Im Punkt 0 ha-
be er die Geschwindigkeitv0. Der Gleitrei-
bungskoe�zient zwischen A und B sei � ,
•uberall sonst gleich Null. Der Luftwider-
stand soll vernachl•assigt werden. Bei C ist
eine Feder (Federstei�gkeit k) befestigt. l
ist der Abstand bis zum Anschlag bei ent-
spannter Feder.

gm

���� �

�

h0
h1

v0

b

0

A B

C
D

k

l

N.N.

Verwenden Sie den Arbeits- und/oder Energiesatz.

(a) Bestimmen Sie die Geschwindigkeiten des Klotzes, wenn er die Punkte A und B das
erste Mal passiert.

(b) Bestimmen Sie die maximale Auslenkung der Feder �s.

(c) Bis zu welcher H•ohe h1 gleitet der Klotz zur •uck?

Geg.: � , � , m, v0, h0, l , b, k, � , g

Literatur: [5, S. 58-66, S. 83-86]

95. Ein Segelugsch•uler m•ochte seinen Fluglehrer beein-
drucken und mit der h•ochstzul•assigen Geschwindigkeitvne

knapp •uber den Boden gleiten. In welcher Flugh•ohe H
mu� er mit dem Man •over beginnen, wenn er vorher mit
der Mindestgeschwindigkeitvmin iegt?

����������������������������������������������������������

F W

H

�

Annahmen:

(a) Vernachl•assigen Sie den Luftwiderstand.

(b) Ber •ucksichtigen Sie (als Absch•atzung) eine konstante Widerstandskraft FW auf einem
geradlinigen Flugweg unter einem Winkel� zur Horizontalen.

Geg.: m = 270kg, vmin = 60km=h, vne = 190km=h, FW = 400N, � = 45 �

Literatur: [5, S. 58-66, S. 83-86]

96. Ein Motorsegler (Abugmasse m) habe bei eingeklapp-
tem Triebwerk ein Gleitverh•altnis von � = 1:35, das
hei�t auf einer Gleitstrecke von 35 m verliert er bei kon-
stanter Bahngeschwindigkeit 1 m an H•ohe.

Welche e�ektive Leistung Pe� mu� das Triebwerk er-
bringen, um den Motorsegler bei einer konstanten Ge-
schwindigkeit v im Horizontalug zu halten?

Geg.: m = 400kg, � = 1:35, v = 108km=h

arctan(E)

Gleitug ohne Motor

Flug mit Motor
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97. Eine aus zwei Teilscheiben mit den Radienr1

und r2 bestehende Scheibe (m1; � S
1 ) rollt an ei-

ner festen Wand auf dem Radiusr1 ab. Die ver-
tikale Bewegung des ScheibenschwerpunktsS1

wird durch die Koordinate x (abw•arts positiv),
die Drehung der Scheibe durch den Winkel' be-
schrieben. Auf dem Radiusr2 rollt die Scheibe
auf einer vertikal reibungsfrei gef•uhrten Stange
der Massem2 ab. Die Bewegung des Stangen-
schwerpunkts S2 wird durch die Koordinate z
(aufw•arts positiv) beschrieben.

cc

m2

m1; � S
1

S2

S1

r2

r1

g

x

z

'
AB

Der Translationsbewegung von Scheibe und Stab wirkt jeweils eine masselose Feder (Feder-
konstante c) entgegen, die f•ur x = z = 0 entspannt sind.
Das System setzt sich aus der Anfangslagex = z = ' = 0 ohne Anfangsgeschwindigkeit
aufgrund der Schwerkraftwirkung in Bewegung.

(a) Bestimmen Sie _' ( _x) und _z( _x) und daraus ' (x) und z(x).

(b) Berechnen Sie die kinetische und potentielle Energie inder Anfangslage sowie in einer
allgemeinen Lagex. Bestimmen Sie daraus mit dem Energieerhaltungssatz die Geschwin-
digkeit _x(x).

(c) F•ur diesen Aufgabenteil gilt: r 2
r 1

= 2.
An welcher Stelle xRuhe kommt das System erstmals wieder zur Ruhe? Bestimmen Sie
•uber das Vorzeichen vonxRuhe eine Bedingung f•ur das Massenverh•altnis m1

m2
, so dass sich

die Scheibe aus der Anfangslage abw•arts in Bewegung setzt.

Geg.: r1, r2, m1, m2, c, g, � S
1 = 1

2m1r 2
2

98. Ein Wagen (m2) schleppt einen Klotz (m1, Gleitreibkoef-
�zient � ) auf einer schiefen Ebene. Der Wagen selbst be-
wegt sich reibungsfrei, seine Anfangsgeschwindigkeit beiA
ist v0. Bei B blockieren die R•ader des Wagens, der Gleit-
reibkoe�zient ist dann ebenfalls � .

Wie gro� mu� v0 sein, damit die Feder um die L•ange f
zusammengedr•uckt wird?

Geg.: l1, l2, � , � , f , m1, m2, c, Erdbeschleunigungg

��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������

��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
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A

B

�

v0
m

1 m
2

l1

l2
f

c

�

Literatur: [5, S. 58-66, S. 83-86]

99. Beim Windenstart wird ein Segelugzeug von einer Seilwinde an einem langen Stahlseil in die
Luft gezogen. Das Flugzeug wird in einer H•ohe H mit einer Geschwindigkeit v ausgeklinkt.

Berechnen Sie unter Vernachl•assigung
des Luftwiderstands die Energie, die
n•otig ist, um ein Flugzeug der Massem
bei Windstille zu starten.

Geg.: H = 300m, m = 350kg, v =
108km=h, g = 9 ; 81m=s2
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100. Ein Wagen mit der Massem hat im Punkt A die Ge-
schwindigkeit vA und rollt dann verlustfrei durch eine
Senke. An der Stelle C steht ein Rammbock mit der
Federkonstantenc.

(a) Welche Geschwindigkeit hat der Wagen im Punkt
B?

(b) Wie weit hat sich die Feder des Rammbocks im
Punkt C zusammengedr•uckt, wenn der Wagen bei
C zum Stillstand kommt?

Geg.: m, vA , c, h, Erdbeschleunigungg

A

B C

h

vA

c

101. Ein G•uterwagen der Massem rollt auf einen
elastischen Prellbock (Federkonstantec) mit
der Geschwindigkeit v0 zu. Bei 1 werden die
R•ader durch Bremsen blockiert (Gleiten!), bei
2 tri�t der Wagen auf den Prellbock, dessen
entspannte Feder die L•angea hat.

Um welche Strecke � x = a� x0 wird der Puf-
fer bis zum Stillstand des Wagens bei 3 zu-
sammengedr•uckt?

Gegeben:a; c; m; �; � 0; v0.

x x 0

v0

�; � 0

a

5a

m

1 2 3

c

102. Zwei homogene Kreisscheiben mit
den Massenm1 und m2, mit m2 >
m1 sind durch ein masseloses, un-
dehnbares Seil miteinander ver-
bunden. Die rechte Kreisscheibe
ist •uber eine Feder an eine fe-
ste Wand gekoppelt. Die Feder ist
f•ur x2 = 0 entspannt. Die Be-
wegung der Kreisscheiben erfolgt
durch reines Abrollen an den ver-
tikalen F •uhrungen.
Im Anfangszustand zum Zeitpunkt
t = tA = 0 gilt

x1(0) = x2(0) = 0

_x1(0) = _x2(0) = 0 :

Man berechne die Geschwindigkeit
_x1(x1) der linken Kreisscheibe in
Abh•angigkeit von der Ortskoordi-
nate x1.

Geg.: m1, m2, m2 > m 1, r1,
r2, g, c

x1

x2

r1 r2

m1 m2

g

c
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103. Ein Bungee-Jumper, welcher als Punktmassem
vereinfacht werden kann, springt verbunden mit
einem elastischen Seil der L•ange l und der Stei-
�gkeit c von einer Plattform, welche sich in der
H•ohe h0 •uber der Wasserober•ache be�ndet.
Der Luftwiderstand wird vernachl •assigt und das
Seil wird als masselos angenommen.

(a) Wie gro� ist die Geschwindigkeit des Sprin-
gers am Ende des freien Falls?
Hinweis: Das Seil ist bis zu dieser H•ohe
entspannt.

(b) Um welchen Weg zs dehnt sich das Seil,
wenn der Springer die geringste H•oheh2 er-
reicht hat?
Geben Sie die Falltiefea = l + zs an.

(c) Geben Sie die Falltiefe â bei der Verwen-
dung von drei aneinandergeknoteten Seilen
an, wobei jedes einzelne Seil die L•angel und
Stei�gkeit c hat. F•ur diesen Aufgabenteil sei
h0 gro� genug, so dass kein Eintauchen des
Springers in das Wasser erfolgt.

Geg.: m; g; l; c

h0

Wasser

l

h2

g

zs

m

104. Um die Bewegungsgleichungen f•ur das skizzierte System zu bestimmen, soll angenommen
werden, dass die Seile masselos und undehnbar sind und dass abgesehen vom Gleiten der
Massem5 keine Reibungsverluste auftreten.

(a) Schneiden Sie die einzelnen Massen frei und tragen Sie
alle •au�eren Kr •afte und Momente an.

(b) Schreiben Sie f•ur jede Masse Impuls- und/oder Drallsatz
auf, je nachdem, was f•ur die Berechnung der Bewegung
relevant sein kann.

(c) Geben Sie die n•otigen kinematischen Zusatzbedingun-
gen an.

(d) Setzen Sie alle Massen und alle Radien gleich:mi = m,
r j = r . Reduzieren Sie das Gleichungssystem f•ur diesen
Spezialfall auf zwei Gleichungen f•ur ' 1 und ' 2.

������ ��������
��������
��������
��������

������

m1

m2

m3

m4

m5

M 0

r 1

r2

r 3
�

Geg.: mi (i = 1 : : : 5), r j (j = 1 : : : 3), � , M 0
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105. An einem anfangs ruhenden Stab ist eine
Kreisscheibe befestigt, die erst mit der kon-
stanten Winkelgeschwindigkeit ! M rotiert,
und dann pl•otzlich durch einen inneren Me-
chanismus blockiert wird.

A Freischnittlinie

B

m; � m

g

M; � M

! M

!
'

2r

r

(a) Berechnen Sie das Massentr•agheitsmoment des aus der Stabmassem und der Masse der
KreisscheibeM bestehenden Gesamtsystems bezogen auf den Lagerpunkt A, also � A .
Tipp: � m und � M sind gegeben.

(b) Geben Sie den Drehimpuls des Gesamtsystems vorund nach der Blockierung und bezo-
gen auf A an, alsoL A

vor und L A
nach. Berechnen Sie daraus die Winkelgeschwindigkeit des

Systems unmittelbar nach der Blockierung, also! nach. Tipp: Es gilt hier L A
vor = L B

vor .

(c) Berechnen Sie den Massenmittelpunkt (Schwerpunkt) desGesamtsystems und damit das
Massentr•agheitsmoment des Gesamtsystems bezogen auf seinen Massenmittelpunkt, also
� S.

(d) Berechnen Sie die kinetische Energie des Systems nach der Blockierung und damit den
maximalen Winkel, bis zu dem das Pendel ausschl•agt. Tipp: Energiesatz.

(e) Schneiden Sie den Stab nahe des Lagers frei, und bestimmen Sie seine maximale L•angskraft
bei der Pendelbewegung. Tipp: Schwerpunktsatz in radialerRichtung.

Geg.: Massentr•agheitsmomente bezogen auf die Massenmittelpunkte von Stab bzw. Kreis-
scheibe� m = 3

4mr 2, � M = mr 2, Massenm, M = 2m, r , ! M , g.

106. Gegeben ist ein Bi�larpendel bestehend aus einer homo-
genen Kreisscheibe der Massem und aufgeh•angt an zwei
undehnbaren Seilen.
Stellen Sie die Bewegungsgleichung in Abh•angigkeit von der
Koordinate ' auf und bestimmen Sie die Seilkr•afte F1 und
F2 in Abh •angigkeit von der Koordinate ' .

Geg.: m, l , r
Hinweis: Der Schwerpunkt S der Kreisscheibe bewegt sich
auf einer Kreisbahn.

l
l

r

g

S

'

m

Literatur: [4, S. 122]
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107. Ein Zementtransporter,
dessen Mischtrommel
sich mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit
! e bei einer konstanten
Schr•agstellung � dreht,
durchf•ahrt in horizontaler
Ebene eine Linkskurve
vom Radius R mit der
konstanten Geschwindig-
keit v. Die Mischtrom-
mel habe bez•uglich ihrer
k•orperfesten Achse (�; �; � )
die Tr•agheitsmomente
� � = � � = 1

2 � � .

g

�

y0

z0

! e

v

v

l

x0

R

x y

z

z

(a) Im k •orperfesten�; �; � - Koordinatensystem bestimme man den Winkelgeschwindigkeits-
vektor ! . Mit Hilfe der Eulerschen Kreiselgleichungen bestimme manhiermit das Mo-
ment M T , welches bei der Kurvenfahrt durch die Trommel hervorgerufen wird.

Geg.: R, v, � , � � , � � , � �

108. Eine d•unne Kreisscheibe mit der Massem und
dem Radius r rotiert in dem masselosen, in-
neren Rahmen reibungsfrei mit der konstan-
ten Winkelgeschwindigkeit ! um die � -Achse.
Der Rahmen kann sich seinerseits in dem fest-
stehenden•au�eren Rahmen mit der Winkelge-
schwindigkeit _	 um die y0 = y-Achse drehen.

geg.:m, � , g, w

g

	
	

!

z

x0

y0 = y

z0 = �

!t

!t
_	

�

�

S

m
r

(a) Ermitteln Sie den Winkelgeschwindigkeitsvektor ! der Scheibe im scheibenfesten�; �; � -
System.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Eulerschen Kreiselgleichungen die •au�eren Momente M � ,
M � und M � .

(c) Ermitteln Sie f •ur reibungsfreie Drehung um diey0-Achse (M y0 = 0) die Bewegungsglei-
chung der Scheibe in 	.

(d) Bestimmen Sie das •au�ere Moment M x0, das von der Lagerung aufgebracht werden
mu�, damit sich der innere Rahmen mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit _	 =
! P =const. dreht.
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109. Gegeben ist die skizzierte Kollerm•uhle bestehend aus einem Mahlstein (d•unne Scheibe mit
Radius r und Massem) der mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ! 0 bewegt wird und auf
der Unterlage abrollt. Die Masse des Gest•anges ist gegen•uber der Masse des Mahlsteins ver-
nachl•assigbar. Die Gewichtskraft wird ebenfalls vernachl•assigt.

! 0

! 0

� = y

� = y

AA

�
�

�

�

r

m

Abrollen

R

z
x

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Abrollbedingung die Winkelgeschwindigkeit ! des Mahl-
steins, sowie die Winkelgeschwindigkeit~! 0 des�; �; � -Systems relativ zum ortsfesten In-
ertialsystem x; y; z. Geben Sie beide Winkelgeschwindigkeitsvektoren im�; �; � -System
an.

(b) Bestimmen Sie den Drall L (A ) des Mahlsteins bzgl. des festen PunktesA. Geben Sie
diesen Vektor ebenfalls im�; �; � -System an.
Hinweis: F•ur die skizzierte d•unne homogene Kreisscheibe gilt f•ur die Massentr•agheitsmomente
2� 2 = � 1

1
2

(c) Schneiden Sie den Mahlstein von der Unterlage frei und bestimmen Sie mit Hilfe des
Drallsatzes die Aufstandskraft FN aufgrund der Kreiselwirkung.
Hinweis: F•ur den Drallsatz im bewegten (nicht k•orperfesten) �; �; � -System gilt

d
dt

L
| {z}

im Inertialsystem

=
d
dt

0

L
| {z }

im �; �; � -System

+ ! 0� L = M

Geg.: m; r; R; ! 0

Literatur: [2, S. 160]

110. Die beiden oberen Riemenscheiben mit den Radienr und R sind starr
miteineinder verbunden. Das Seil l•auft auf allen drei Riemenscheiben
ohne Schlupf, seine Abschnitte zwischen den Riemenscheiben h•angen
genau senkrecht. Der Drehpunkt S der unteren Scheibe ist vertikal
gef•uhrt.

Berechnen Sie die Geschwindigkeit des Punktes S zu einem beliebigen
Zeitpunkt t mit dem Impuls- und Drehimpulssatz.

Geg.: R, r , m1, � O
1 , m2, � S

2, g, z(0) = _z(0) = 0

�
�
�
�

�
�
�
�
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r R

S

O

r2r2

g

m1; � O
1

m2; � S
2
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111. Auf einem keilf•ormigen starren K•orper der MasseM , der
sich reibungsfrei l•angs derx-Achse bewegen kann, rollt im
Schwerefeld eine homogene zylindrische Walze der Massem
und des Radiusb. Am Keil wirkt dabei eine konstante Kraft
F in dessen Bewegungsrichtung.

(a) Ermittle die beiden Bewegungsgleichungen von M und
m in x und � !

(b) Wie gro� m •u�te die Kraft F sein, damit die Walze
relativ zum Keil in Ruhe bleibt?

Geg.: M , m, F , � , b, g.

x

y �

b g

m
M

�
F

112. Durch die Wirkung der Schwerkraft setzt sich das
dargestellte System in Bewegung. Bestimmen Sie
mit Hilfe des Impuls- und Drallsatzes die Beschleu-
nigung •x1 der Massem1 im Moment des Losrollens
unter der Annahme, dassm2 rollt und dass die Ver-
bindungsstange m1{ m2 starr ist. Nehmen Sie au-
�erdem an, dass die Massenm3 und m4 in diesem
Moment senkrecht h•angen.

Geg.: r1 = r , r2 = 2 r , m1 = m2 = M , m3 = m4 =
m, � S

2 , � , g, �

x1

m1

m3

m4

m2; � S
2

�

g

�

r1r2

113. Auf den zwei drehbar ge-
lagerten Walzen A und B
liegt eine d•unne homogene
Platte der Masse m1 (Dicke
der Platte vernachl•assigbar
klein). Die Walzen rotieren
mit sehr gro�er Winkelge-
schwindigkeit im skizzierten
Richtungssinn. In der skiz-
zierten Ausgangslage (x1 =
x2 = 0) liegt die Platte ge-
nau mittig auf den Walzen
und die Feder ist entspannt.

m1
c

� �

reines Rollen

S

A B

Rolle (m2; JS) gx1

x2

L

r

(a) Erstellen Sie je eine Freischnittskizze der Platte (m1) und der Rolle (m2; JS) in einer
ausgelenkten Lage!

(b) Bestimmen Sie die Normalkr•afte zwischen der Platte und den Walzen in der ausgelenkten
Lage als Funktion von x1! (statisches Problem)

(c) Bestimmen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichungen des Systems in den Koordinatenx1

und x2! Sortieren Sie die Gleichungen nach Ableitungen vonx1 und x2 oder schreiben
Sie das System in Matrizenschreibweise!

Geg.: m1, m2, JS, c, � , g, L
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114. Ein starrer K•orper f•uhrt Schwingungen in einer
vertikalen Ebene unter dem Einu� der Schwer-
kraft aus. Der Zapfen (Radius R) rollt ohne zu
gleiten auf der starren Unterlage. Verluste durch
Reibung seien vernachl•assigbar. Der Massenmit-
telpunkt C hat den Abstand a vom Zapfenmittel-
punkt M. Der K •orper hat die Massem und das
Massentr•agheitsmomentJ um den Massenmittel-
punkt.

'

x

y

C

M

g

(a) Zeigen Sie, da� die Bewegung durch die Di�erentialgleichung

•'
�
J + m

�
a2 + R2�

� 2maR cos'
�

+ mgasin ' + maR _' 2 sin ' = 0

beschrieben wird.

(b) Bestimmen Sie nun ausgehend von der hergeleiteten Bewegungsdi�erentialgleichung die
statische Ruhelage.

(c) Wie lautet die Bewegungsdi�erentialgleichung, wenn man kleine Schwingungen um die
Ruhelage' = 0 betrachtet?

(d) Mit welcher Kreisfrequenz ! schwingt das System bei kleinen Auslenkungen?

115. Eine d•unne homogene Stange gleitet reibungsfrei mit ihren End-
punkten A, B auf zwei zueinander senkrecht stehenden W•anden.
Bei � 0 = �

2 war sie in Ruhe.

(a) Ermittle den Impuls P und den auf den Schwerpunkt bezoge-
nen Drall L S der Stange als Funktion von� .

(b) Wie gro� ist der auf den Koordinatenursprung O bezogene
Drall L O?

Geg.: m, g, l

PunktO
alpha

ex

ey

l

g
S

A

B

116. Das Massentr•agheitsmoment � A des abgebildeten Schwungra-
des soll bestimmt werden. Dazu wird das Rad mit einem
d•unnen Faden umwickelt. Am Ende des Fadens wird ein K•orper
mit der Masse m1 befestigt. Nun wird die Dauer t1 gemessen,
in der der K•orper aus der Ruhelage um die H•ohe h absinkt.

Um den Einu� des im Lager A wirkenden Reibmomentes zu
eliminieren, wird der Versuch mit einem anderen K•orper mit
der Massem2 wiederholt. Bei gleicher Absinkh•ohe wird diesmal
die Absinkdauer t2 gemessen.

Bestimme � A unter den Annahmen, da� das ReibmomentM R

konstant ist und da� die Masse des Fadens vernachl•assigt wer-
den kann.

m1; m2

A

h

r

Literatur: Kinetik der Rotation um eine feste Achse [5, Aschnitt 3.2.1,3.2.2, S. 120]



Kinematik und Dynamik (Mechanik II) - Prof. Popov SoSe 2013 Seite 42
12. M •arz 2013Aufgabenkatalog Kinematik und Dynamik

117. Das dargestellte System besteht aus einer Punktmassem, die auf einem Klotz 1 der Masse
M 1 liegt. Zwischen der Punktmasse und Klotz 1 wirkt der Gleitreibungskoe�zient � , die
Unterlage sei reibungsfrei. Klotz 1 ist •uber ein undehnbares massloses Seil und eine masselose
Rolle mit einem weiteren Klotz 2 der MasseM 2 verbunden. Das System wird zum Zeitpunkt
t = 0 losgelassen und setzt sich derart in Bewegung, da� die Masse auf dem Klotz 1 zu gleiten
beginnt. Nach der Zeit t � schl•agt der Klotz 2 auf den Boden auf.

� m

h

g

M 1

M 2Klotz 1
Klotz 2

Punktmasse

reibungsfrei

Bestimmen Sie mit Hilfe des Impulssatzes die Geschwindigkeit v�
m der Punktmasse undv�

M
des Klotzes 1 zum Zeitpunkt t � , an dem Klotz 2 auf den Boden aufprallt.

Geg.: g, m, M 1 = M 2 = 2
5m, � = 1

5 , t � = 2
q

2h
g

118. Eine Punktmassem wird von A aus durch eine mit � l vorgespannte Feder in die dargestellte
Bahn A-E gesto�en. Zun•achst durchl•auft die Masse das gerade, reibungsfreie St•uck A-B. Dann
durchquert sie die reibungsfreie Spiralwindung B-C (Radius r , H•ohe h). Es folgt eine weitere
gerade und reibungsfreie Strecke C-D, bis schlie�lich der reibungsbehaftete Abschnitt D-E
(Reibkoe�zient � , keine •Uberh•ohung, sondern reibungsfreie seitliche F•uhrung) erreicht wird.
Dabei handelt es sich um einen Halbkreis mit dem Radiusr .

(a) Wie gro� ist die Federstei-
�gkeit c der Feder in A zu
w•ahlen, damit die Punkt-
masse in B die Geschwin-
digkeit vB =

p
3�ga er-

reicht?

(b) Wie gro� ist dann die
Geschwindigkeit vE der
Punktmasse in E?

(c) Berechnen Sie den von der
Koordinate ' abh•angigen
•Uberh•ohungswinkel � (' )
der Bahn in der Spira-
le, so dass die Punktmasse
nicht aus der Bahn getra-
gen wird. Die Koordinate
' sei 0 im Punkt B.

g

m

m

pp

c

h
�

r

r

s

� (' )

A
B

CD

E

x

y

z

Schnitt durch die Bahn

Geg.: a, g, h = 3 �a , m, r = 2a, � l =
p �

3 a, � = 1
4 .
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119. Der skizzierte Roboterarm besteht aus
dem um die x-Achse drehbaren Unterteil
und einem Schwenkarm auf dem fest eine
d•unne homogene Scheibe sitzt (�; �; � ist ein
k•orperfestes Hauptachsensystem). Das Un-
terteil und der Schwenkarm werden als mas-
selos angesehen.

(a) Bestimmen Sie den Winkel-
geschwindigkeitsvektor ! der
Scheibe im k•orperfesten �; �; � -
Hauptachsensystem.

(b) Berechnen Sie aus allgemeinen vor-
gegebenen Winkelverl•aufen 	( t) und
' (t) mit Hilfe der Eulerschen Kreisel-
gleichungen das zu dieser Bewegung
notwendige Moment M .

(c) Bestimmen Sie f•ur 	( t) = 1
2 �t 2,

' (t) = 1
2#t2 (� , # = konstant) das zu

dieser Bewegung notwendige Moment
M .

x

S
�

�
�

masselos

Schwenkarm

Unterteil

Scheibe

m; � (S)
� ; � (S)

� ; � (S)
�

	 ; _	 ; •	

'; _'; •'

Geg.: m, � (S)
� = 2 � (S)

� = 2 � (S)
� = 2 � (S) , 	( t), ' (t)

120. Zwei Punktmassen m1 und
m2 sind an zwei masselo-
sen Stangen der L•ange l1
und l2 befestigt, die reibungs-
frei drehbar in Punkt A ge-
lagert sind. Zwischen bei-
den Stangen be�ndet sich ei-
ne Drehfeder (Federkonstan-
te cd), die bei einem Rela-
tivwinkel  = 	 0 entspannt
ist. Nach dem Vorspannen
der Drehfeder setzen sich die
Punktmassen bei' 10 = 0 und
' 20 ohne Anfangsgeschwin-
digkeit in Bewegung.

A
g

cd

l1 l2

m1

m2

' 1
' 2

	

	 0

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Drallsatzes die Winkelgeschwindigkeit _' 2 in Abh •angigkeit
von _' 1 und daraus ' 2(' 1).�

als Abk•urzung benutzen Sie:m1 l21
m2 l22

= M 1

�

(b) Durch Anwenden des Energiesatzes ermittlen Sie _' 1(' 1).

(c) F•ur welche Winkel ' 1m bzw. ' 2m kommen die Massenm1 und m2 erstmals wieder zur
Ruhe?

Geg.: m1, m2, l1, l2, cd, 	 0, ' 10 = 0, ' 20
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121. Eine Rolle mit der Massem, dem Massentr•agheitsmomentJ S und dem Au�enradius R wird
in der Lage A festgehalten. Auf dem Innenradiusr der Rolle ist ein Seil mit n Windungen
aufgewickelt. Die Rolle wird losgelassen und dreht sich•uber das aufgewickelte Seil entlang
der reibungsfreien Bahn bis zur Lage B ab. In B ist das Seil vollst•andig abgewickelt und
l•ost sich von der Rolle, die sich auf der Bahn weiter bis C bewegt. Von C an ist die Bahn
reibungsbehaftet. Die Rolle bewegt sich bis D, wo aufgrund ihres Dralles eine Bewegungsum-
kehr statt�ndet.

,
g

m

�

' , !
r

J S

s 2R

R

15
2 R

�

A

B C Dx

reibungsfrei

Schnitt Rolle

Geg.: m, g, R, r = 1
2R, � = 60o, J S = 1

2mR2, n = 4
p

3
� , �

(a) Zeigen Sie, dass die Bewegungsgr•o�en der Rolle in C durch vC =
p

2gR und ! C = 4
q

g
R

gegeben sind. Beachten Sie den eingezeichneten Drehsinn von ! .

(b) Bestimmen Sie die Wegstreckes (siehe Skizze) von C bis zum Umkehrpunkt D. Tipp:
Schwerpunktsatz

(c) Zu welcher Zeit t̂ tritt wieder reines Rollen ein? Die Zeitz•ahlung beginnt, wenn die Rolle
das erste Mal den Punkt C passiert.
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122. Auf einer Rolle ist ein
Seil aufgewickelt. Der
Zug dieses Seils sowie
die Gleitreibung am
Boden beeinussen die
Abw•artsbewegung der
Rolle im Schwerefeld. Be-
rechnen Sie die Geschwin-
digkeit des Schwerpunkts
der Rolle abh•angig von t,
wenn der Schwerpunkt f•ur
t = 0 die Anfangsgeschwin-
digkeit v0 besitzt. Gehen
Sie dazu wie folgt vor:

r

g

Seil

'; _'; •'

x; _x; •x

Rutschen mit �
�

m, � S

(a) Geben Sie die kinematische Beziehung zwischen der Geschwindigkeit des Schwerpunkts _x
und der Winkelgeschwindigkeit _' an. Tipp: Suchen Sie den Momentanpol, und•uberlegen
Sie, wiex und ' zusammenh•angen.

(b) Schneiden Sie die Rolle frei. Benutzen Sie Schwerpunktsatz und Drallsatz um den Schwer-
punkt, um •x(t) zu bestimmen. Wie gro� ist _x(t)? Hinweis: Wer Aufgabenteil (a) nicht
gel•ost hat, kann f•ur (b) und (c) ersatzweise annehmen, dass _x = r _' .

(c) Was muss f•ur � gelten, damit die Geschwindigkeit _x mit der Zeit gr •o�er wird, wenn f •ur
den Neigungswinkel gilt: 0< � < 1

2 � ?

Geg.: r , � , � , g, m, Massentr•agheitsmoment bezogen auf den Schwerpunkt� S = 1
2 mr 2,

Anfangsgeschwindigkeit _x(t = 0) = v0.
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123. Betrachtet werden zwei Systeme I
und II. System I ist eine homo-
gene, d•unne Scheibe der Massem.
System II besteht aus vier Punkt-
massen, die durch starre, masselo-
se St•abe verbunden sind. Zeigen Sie,
dass die kartesischen Komponenten
des Tr•agheitstensors � 11 und � 12 und
� 13 bezogen auf den Schwerpunkt f•ur
beide Systeme gleich sind. Anmer-
kung: Im Englischen spricht man in
diesem Zusammenhang vonequimo-
mental systems.

1
12m

1
12m

1
12m

3
4m

a

b

1
3b

1
3a

System I System II

Literatur: [3]

124. Betrachtet werden zwei Systeme I
und II. System I ist eine homogene,
d•unne Scheibe der Massem. System
II besteht aus vier Punktmassen, die
durch starre, masselose St•abe verbun-
den sind.

Zeigen Sie, dass das Massen-
tr •agheitsmoment bezogen auf den
Schwerpunkt wie auch bezogen auf
jeden beliebigen anderen k•orperfesten
Punkt f •ur beide Systeme gleich sind!

1
12m

1
12m

1
12m

3
4m

a

b

1
3b

1
3a

System I System II

Anmerkung: Im Englischen spricht man in diesem Zusammenhang von equimomental systems.

Literatur: Kinetik der Rotation um eine feste Achse [5, Aschnitt 3.2.1,3.2.2, S. 120]

125. Das Pendel besteht aus zwei schlanken St•abenAB und OC
mit jeweils der Masse pro L•angemS und einer d•unnen ge-
lochten Kreisplatte der Masse pro Fl•ache mP . Bestimmen
Sie die LageyS des GesammtschwerpunktesS des Pendels
und berechnen Sie dann das Massentr•agheitsmoment des
Pendels um die Drehachse des GelenklagersO.

Geg.: r i , ra, a, lBC , mS, mP

aa

l

r i

ra

A B

C

O

S

y S
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126. F•ur den um die z-Achse rotationssymmetrischen K•orper mit der
konstanten Dichte � , dessen Kontur durch die Gleichungz = r 2

a
gegeben ist, berechne man:

(a) den Ortsvektor xC zum Massenmittelpunkt,

(b) das Massentr•agheitsmoment um diez-Achse � C
zz bzgl. des

Schwerpunktes.

Geg.: h, a, �

z

r

C
h

127. Das skizzierte physikalische Pendel besteht aus einemd•unnen Stab der
L•angel mit der Masse m und einer punktf•ormigen EndmasseM .

(a) Bestimme das Massentr•agheitsmoment bez•uglich der Achse, die or-
thogonal zur Zeichenebene durch den Aufh•angepunkt A geht.

(b) Bestimme die Koordinaten des Schwerpunktes.

Geg.: l , m, M = 4m

������

m

M

A

l

128. Bestimmen Sie das Massentr•agheitsmoment um die Dreh-
achse des GelenklagersO. Die d•unne Platte hat ein Loch
in der Mitte und die Dicke d. Der Werksto� hat die Dichte
� .

Geg.: r , d, a, � r

a a

O

129. Der Rotationsk•orper bez•uglich der y-Achse in der
Skizze hat die Dichte � . Bestimmen Sie das Massen-
tr •agheitsmoment um diey-Achse.

Geg.: l , � .

l

l

y2 = ax

x

y
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130. Ein biegestarrer Rotor mit der Massem und dem Tr•agheitstensor

� (P ) =

2

4
J� � J�� � J��

� J�� J� � J��

� J�� � J�� J�

3

5

sitzt auf einer masselosen Welle. Das��� -Koordinatensystem ist f•orperfest. Der Ursprung des
Koordinatensystems liegt auf der Drehachse im Punkt P. Die� -Achse weist in Richtung der
Drehachse. Die Lage des Rotorschwerpunktes S ist im k•orperfesten Koordinatensystem durch
� S 6= 0, � S 6= 0 und � S = 0 gegeben.

Die Welle ist •uber ein Loslager in A und ein Festlager in B drehbar gelagertund wird durch
ein konstantes DrehmomentM 0 angetrieben.

�

�P

A B

a b

M 0

(a) Zeigen Sie, da� der Schwerpunktsatz die Form

� m _!� S � m! 2� S = A � + B �

m _!� S � m! 2� S = A � + B �

0 = B �

und der Drallsatz die Form

! 2J�� � _!J �� = A � a � B � b

� ! 2J�� � _!J �� = � A � a + B � b

_!J � = M 0

annehmen. Alle Lagerkr•afte sind positiv in positive Koordinatenrichtung angenommen.

(b) Bestimmen Sie nun die Lagerkr•afte.

(c) Wie gro� sind die Lagerkr •afte, wenn der Rotor statisch und dynamisch ausgewuchtet
ist?

131. Eine d•unne, homogene Dreiecksscheibe der Massem ist in A und B
drehbar gelagert. Sie wird durch ein MomentM 0 aus der Ruhe heraus
angetrieben.

Wie gro� sind die Lagerreaktionen in A und B und wie gro� ist di e
Winkelbeschleunigung?

Geg.: b, c, m, M 0

Hinweis: Es handelt sich hierbei um ein dreidimensionales Problem.
Lager A ist hierbei zweiwertig und Lager B dreiwertig.

b

c

A

B

M 0
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132. Eine d•unne, homogene Rechteckscheibe der Massem ist in A
und B drehbar gelagert; A ist ein Loslager, B ein Festlager.
Die Scheibe wird durch ein MomentM 0 angetrieben. Zudem
sind in der gleichen Ebene zwei masselose Stangen an der
Scheibe befestigt.

(a) Wie gro� ist die Winkelbeschleunigung der Rechteck-
scheibe?

(b) Wie gro� sind die Lagerreaktionen in A und B?

(c) Ist es m•oglich, den Rotor durch Anbringen von Punkt-
massen auf den masselosen Stangen auszuwuchten?
Wenn ja, in welchem Abstand von der Drehachse
m•ussen welche Punktmassen angebracht werden?

Geg.: b, c, m, M 0

b

c

A

B

M 0

133. Ein homogener K•orper der
Massem ist auf einer mas-
selosen Welle befestigt und
in A und B gelagert. Er
wird durch ein Antriebs-
moment M AN im Schwere-
feld der Erde aus der Ruhe
heraus beschleunigt.

S , S,

a

a

a

a

2a

2a

4a

4a4a
g

M AN

A

A

A

B

� �

�� �
� ! _!

Schnitt A-A

(a) Zeigen Sie, dass sich f•ur den auf den Schwerpunkt S bezogenen Massentr•agheitstensor
des K•orpers im angegebenen� � � � � � Koordinatensystems

� (s) =
ma2

12

0

@
25 0 0
0 6 6
0 6 21

1

A

ergibt.

(b) Bestimmen Sie die Lagerkr•afte in A und B w •ahrend des Beschleunigungsvorganges in
Abh•angigkeit von ! und _! .

(c) Wie gro� ist _! ?

Geg.: g, m, a, M AN
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134. Der skizzierte Rotor, der
sich im Schwerefeld der Erde
be�ndet, besteht aus den mas-
selosen Stangen 1 , 2 , und
3 sowie der massenbehafte-
ten, homogenen, rechteckigen
Scheibe 4 (Masse m). Er ist
in B gegen•uber der Umgebung
gelagert und dreht sich mit der
konstanten Winkelgeschwin-
digkeit ! um die masselose
Achse AB. Das eingezeichnete
� � � � � � Koordinatensystem
ist k•orperfest, d.h. es dreht
sich mit dem Rotor. Die
Punktmassenm1 und m2 sind
zun•achst nicht montiert und
m•ussen nur in Aufgabenteil b)
ber•ucksichtigt werden.

�
�

�

2l

2l
2l

l
l

g
m1m1

m2

m2

(m)

A

B

�
�

� 1

� 2

�
�

!
!

Seitenansicht: Draufsicht:

1

2

2

3

3

4

4

(a) Bestimmen Sie s•amtliche Auagerreaktionen in B!

Hinweis: B ist ein f•unfwertiges Lager!

(b) Wie gro� m •ussen m1 und m2 sein, und an welcher Stelle� 2 mu� die Masse m2 auf
der Stange 2 montiert werden, damit der Rotor bez•uglich der � � Achse statisch und
dynamisch ausgewuchtet ist?

Hinweis: Die Stelle � 1, an der die Massem1 beim Auswuchten montiert werden mu�, ist
gegeben!

Geg.: l , m, g, � = 45o, ! =
q

g
l , � 1 = l.

Literatur: [5, S. 153-160]

135. Eine d•unne Scheibe (Massem, Radius R) rotiert mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit ! 2 um die hori-
zontale Achse AB. Zudem rotiert das System um die
vertikale Achse OA mit ebenfalls konstanter Winkel-
geschwindigkeit ! 1.

Geg.:m = 35 kg, R = 0,5 m, ! 2 = 15 s� 1, ! 1 = 8 s� 1,
a = 1 m, b = 0,75 m

Bestimmen Sie die Kraft S im Seil CD unter der An-
nahme, dass die Masse der Scheibe deutlich gr•o�er
ist als die Massen der anderen Teile.

A
B

C

D

R

a

b

g

O

! 1

! 2

45o

Literatur: [5, S. 153-160]
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3 Schwingungen

136. Ein masseloser Balken (L•angel, Biegestei�gkeit
EI ) ist bei A gelenkig gelagert und bei B in eine
H•ulse gesteckt, die dem Balken dort eine hori-
zontale Tangente aufzwingt. Die H•ulse (Mas-
se m) kann auf einer starren Stange in verti-
kaler Richtung reibungsfrei gleiten. Der Balken
schwingt ausschlie�lich in Querrichtung.

(a) Wie lautet die Bewegungsdi�erentialglei-
chung f•ur die vertikale Bewegung der
Massem?

(b) Wie gro� ist die Eigenkreisfrequenz ! ?

Geg.: EI , l , m

x

w EI

l

m

glatt, starr

A B

137. Ein homogener Stab der Massem ist wie skizziert ge-
lagert. Die Masse des Verbindungselementes zwischen
den Drehfedern sei vernachl•assigbar klein.

(a) Stelle die Bewegungsdi�erentialgleichung des Sy-
stems auf!

(b) Berechne die Eigenkreisfrequenz! f•ur kleine
Auslenkungen!

(c) Gib die L•osung der DGL (bei kleinen Auslenkun-
gen) f•ur die Anfangsbedingungen' (t = 0) = 0
und _' (t = 0) = 
 0 an!

Geg.: cd, cf , m, a, l , 
 0

a

l

r

cd
2

cd
2

cf

m

138. Berechnen Sie die Eigenkreisfrequenzen der folgendenSysteme im Erdschwerefeld!

(a)

c1

c2

m

(b)

c1

c2

m

(c)

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
���������� cm; � S

a

�

(d)

c1 c2

c3

m

(e)

EI m

l
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139. Bei einem homogenen, starren Stab (Masse
m) seien die Federn in horizontaler Lage ent-
spannt. Die Bewegung des Stabs sei mit'
beschrieben mit j' j << 1. Das System sei
schwach ged•ampft. cFcF

cM

�

g

l ll

m, � A

'

A

(a) Stellen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung f•ur ' auf, und de�nieren Sie Abklingkon-
stante � und Kreisfrequenz! 0 geeignet. Geben Sie die Eigenkreisfrequenz des ged•ampften
Systems! � an.

(b) Geben Sie die statische Ruhelage' stat an, und transformieren Sie die inhomogene
Di�erentialgleichung f •ur ' in eine homogene Di�erentialgleichung f•ur ~' , so dass gilt
~' = ' � ' stat .

(c) Geben Sie die spezielle (homogene) L•osung der transformierten Di�erentialgleichung an
f•ur die Anfangsbedingungen

~' (t = 0) = ' stat _~' (t = 0) = 0

Geg.: m, � A , cM , cF , � , l , g

140. Das nebenstehend skizzierte ebene System be-
steht aus einem starren K•orper (Massem, Mas-
sentr•agheitsmoment � S bez•uglich des Schwer-
punktes S) und soll f•ur kleine Ausschl•age und
schwache D•ampfung untersucht werden. Die
Federn seien f•ur die gezeichnete Lage ent-
spannt.

Geg.: a, b, c, m, � S, k1, k2, d

a b c

k1 k2

m, � S

d

A S

'

(a) Bestimmen Sie die Schwingungsdi�erentialgleichung (Koordinate ' ).

(b) Berechnen Sie die Eigenkreisfrequenz des ged•ampften und des unged•ampften Systems.

(c) Geben Sie f•ur den Fall k1 = 2k2, a = b = c eine Beziehung (Ungleichung) zwischenk2

und d an, bei der eine Schwingung des ged•ampften Systems•uberhaupt erst m•oglich ist.

141. Der dargestellte Stab pendelt unter dem Einu� der Schwerkraft.

(a) Stelle die Bewegungsdi�erentialgleichung auf!

(b) F •ur kleine Auslenkungen kann das Problem linearisiert werden.
Gib die entsprechende Di�erentialgleichung an!

(c) L •ose diese Di�erentialgleichung mit den Anfangsbedingungen
' (t = 0) = ' 0 und _' (t = 0) = 0 !

(d) Wie gro� ist die Eigenkreisfrequenz des Systems?

Geg.: g, m, l , � S = 1
12ml 2

�������������������������� g

l'

m, � S
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142. Die dargestellte homogene Kreisscheibe rollt ohne
Schlupf. Berechnen Sie die Eigenkreisfrequenz des Sy-
stems f•ur kleine Auslenkungen.

Geg.: c1 = c2 = c, c3 = c
2 , c4 = 3c, m, a, � S = 1

2ma2,

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������c1

c2

c3

c4m

a

143. Ermitteln Sie f•ur das skizzierte System bei
kleinen Ausschl•agen

(a) die Bewegungsdi�erentialgleichung,

(b) die Eigenfrequenz des schwach
ged•ampften und des unged•ampften
Systems.

Geg.: a, l , c1, c2, c3, r , m, � S

a a

ll

SO

m, � S

c1

c2

c3

r

144. Das skizzierte System wird durch das MomentM (t) zum Schwingen angeregt. Auf die Rolle
(m1, � S

1 ) sind zwei Seile gewickelt, eins geht•uber eine Feder (Stei�gkeit c) an eine feste Wand,
am anderen h•angt •uber die Umlenkrolle eine Kugel (m2) in einem Beh•alter mit einer z•ahen
Fl •ussigkeit. Der Str•omungswiderstand der Kugel ist proportional zur Geschwindigkeit mit
dem Widerstandskoe�zienten k. Alle anderen Widerst•ande, die Masse der Umlenkrolle sowie
der hydrostatische Auftrieb der Kugel sollen vernachl•assigt werden. Die nicht dehnbaren Seile
bleiben immer gespannt. Die Feder ist bei ~x = 0 entspannt.

(a) Bestimmen Sie die Bewegungsdi�erentialglei-
chung des Systems f•ur ~x.

(b) Berechnen Sie die statische Ruhelagexstat f•ur
den Fall M (t) = 0!

(c) Bestimmen Sie die Bewegungsdi�erentialglei-
chung um die statische Ruhelage (in der Va-
riable x = ~x � xstat ).

(d) Bestimmen Sie die Eigenfrequenz und den
D•ampfungsgradD.

m1; � S
1

m2

M (t)

~x

y

S

gc

k
r

R

reines Rollen

Geg.: m1, m2, � S
1 , M (t) = M 0 cos 
 t, M 0, 
, g, c, k, r , R, g

Literatur: Ernst Lehr (1896 - 1944, Deutschland),
"
Schwingungstechnik\, 1930, 1934

145. Die partikul•are L•osung einer Schwingungsdi�erentialgleichung stellt den eingeschwungenen,
station•aren Zustand des zwangserregten Systems dar. Berechne die station •aren L•osungen der
folgenden Schwingungsdi�erentialgleichungen und stellesie in der Form Â cos(!t + ' ) dar,
wobei Â die (reelle) Schwingungsamplitude und' die Phasenverschiebung darstellt.

(a) •y +  _y + ! 2
0y = F cos 
 t

(b) •y +  _y + ! 2
0y = F sin 
 t

(c) •y +  _y + ! 2
0y = F1 cos 
 1t + F2 sin 
 2t
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146. Ein eingespannter, masseloser Stab mit
kreisf•ormigem Querschnitt tr •agt an seinem Ende
eine Einzelmasse. Geeignete Anfangsbedingungen
lassen den Stab um seine L•angsachse schwingen.

(a) Stellen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung
f•ur die Drehbewegung der Endmasse auf.

(b) Bestimmen Sie die Eigenkreisfrequenz! .

Geg.: l , m, G, I p, A, r

G; I p; A

m

r

#

x
y

z

l

147. Gegeben ist ein mathematisches•Uberkopfpendel mit Pendel-
massem und reibungsfrei drehbarer masseloser Stange der
L•ange l. Eine Drehfeder (R•uckstellmoment M = cd ' ) wirkt
r•uckstellend.

(a) Leiten Sie die Bewegungsgleichung in' her.

(b) Linearisieren Sie die Bewegungsgleichung f•ur kleine
Winkel ' .

(c) Wie gro� muss cd sein, damit es zu einer Schwingung
um ' = 0 kommen kann (ausgehend von der linearen
Bewegungsgleichung aus Aufgabenteil (b))?
Schreiben Sie dazu die Bewegungsgleichung in die Form
•' + ! 2

0 ' = 0 um und geben Sie! 2
0 an.

Geg.: m, l , g, cd (au�er in Aufgabenteil (c))

g

l

m

'

cd

masselos

148. Ein gefederter und ged•ampfter einachsiger Anh•anger rollt
mit konstanter Geschwindigkeit v durch sinusf•ormige Bo-
denwellen mit der Wellenl•ange l und der Amplitude z0.
Untersuche f•ur den station•aren Zustand den Einu� der
Parameter z0, v, m, c und r auf die Amplitude V und die
Phasenverschiebung' der Schwingung und die Achskraft
Fa!

Geg.: l , z0, v, m, c, r , g

vz

r c
2

c
2

z0

l=4

x

m

Literatur: [5, S. 218-226]

149. An einer homogenen Kreisscheibe greift wie skizziert
eine harmonische ErregerkraftS(t) an.

x(t) beschreibt die Auslenkung aus der statischen Ru-
helage. Berechne den station•aren (eingeschwungenen)
Zustand des Systems (Amplitude und Phasenlage) bei
kleinen Auslenkungen.

Geg.: S(t) = S0 cos 
 t, m, c, k, a
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

�

a

m

x
S(t)

c

k

reines Rollen



Kinematik und Dynamik (Mechanik II) - Prof. Popov SoSe 2013 Seite 55
12. M •arz 2013Aufgabenkatalog Kinematik und Dynamik

150. Eine Drucksinterpresse soll f•ur erste
Untersuchungen als Einmassenschwin-
ger modelliert werden. Die Massem
umfa�t neben der Masse des zu ver-
dichtenden Materials auch die Masse
der sich vertikal bewegenden Teile der
Maschine. Durch die horizontale Zu-
stellbewegung wird eine Kraft F (t) =
f t in vertikaler Richtung auf die obere
Plattform der Presse ausge•ubt.

F•ur die Auslegung der Sinterpresse
mu� die Systemantwort x(t) auf die li-
near zunehmende Kraft F (t) bekannt
sein. Beachten Sie, da� zu Beginn Aus-
lenkung und Geschwindigkeit 0 sind.

x
Material

1
2k 1

2kd

m

Die Berechnung soll in den folgenden Schritten erfolgen:

(a) Stellen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung auf.

(b) Zeigen Sie, da� man die Bewegungsdi�erentialgleichungauf die dimensionslose Form

q00+ 2Dq0+ q = �

bringen kann.

(c) Bestimmen Sie nun die gesuchte Systemantwort, wenn man 10% D•ampfung (D = 0,1)
annimmt. Skizzieren Sie die L•osung.

Geg.: m, k, d, f

Literatur: [5, S. 214-226]

151. Ein schwach ged•ampftes schwingungsf•ahiges System wird
durch M (t) = M 0 sin �t angeregt. In der skizzierten Stellung
ist die Feder spannungsfrei.

(a) Bestimmen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung f•ur
kleine Auslenkungen' !

(b) Geben Sie die allgemeine L•osung der Di�erentialglei-
chung an und passen Sie diese den folgenden Anfangs-
bedingungen an:

' (t = 0) =
m2g
ca

und _' (t = 0) = 0

(c) Wie gro� sind Amplitude und Phasenwinkel im einge-
schwungenen Zustand?

Geg.: a, b, c, r , M 0, � , m1, J S, m2, g

a

b '

r

g

S

c

m1, J

m2

M (t)
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152. Ein Einzylinder-Luftkompressor (Mas-
se 100 kg) ist •uber Gummifedern
am Boden befestigt. Die Stei�gkeit-
und D•ampfungswerte betragen 106 N m� 1

bzw. 2000 N s m� 1. Nehmen Sie an, da�
die Unwucht des Kompressors•aquivalent
zu einer Masse von 0,1 kg, befestigt am
Ende der Kurbel (Punkt A), ist. F •ur die
L•angen gilt: r = 10 cm und l = 40 cm.

Das Schwingungsverhalten des Kompres-
sors im eingeschwungenen Zustand soll in
Abh•angigkeit von der Kurbel-Drehzahl n
untersucht werden.

l

r

Motor

Riemen

Schlauch

Kolben

Gummi

A

!

Die Aufgabe soll in den folgenden Schritten bearbeitet werden:

(a) Skizzieren Sie ein Ersatzsystem. Erkl•aren Sie Ihre •Uberlegungen. Welche•Uberlegungen
und Berechnungen sind m•oglicherweise vorab n•otig gewesen?

(b) Leiten Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung, die zurBerechnung des eingeschwungenen
Zustands ben•otigt wird, f •ur das mechanische Ersatzsystem her.

(c) Zeigen Sie, da� sich f•ur
y00+ 2Dy 0+ y = � 2cos�� ;

mit y = y(� ), die Vergr•o�erungsfunktion

V =
� 2

q
(1 � � 2)2 + 4D 2� 2

ergibt.

(d) Skizzieren Sie die Amplitude der erzwungenen Schwingungen in Abh•angigkeit von der
Drehzahl n. Wie gro� ist die Amplitude bei einer Kurbel-Drehzahl von 3000 U min� 1?
In welchem Drehzahlbereich darf der Kompressor nicht betrieben werden, wenn die Am-
plitude 0,2 mm im Dauerbetrieb nicht •uberschreiten darf?

Literatur: [5, S. 214-226]

153. Das skizzierte System wird durch das MomentM (t) zum Schwingen angeregt. Die nicht
dehnbaren Seile bleiben immer gespannt.

(a) Schneiden Sie die Massem frei! (Skizze)

(b) Bestimmen Sie die Bewegungsdi�erentialglei-
chung in der Schwerpunktskoordinatex!

(c) Bestimmen sie die Amplitude und den Phasen-
winkel der station•aren Schwingung!

Geg.: m, JS, M (t) = M 0 cos 
 t, M 0, 
, g, c, k

m; JS
M (t)

xS

c
c

k

r

R

reines Rollen
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154. Das skizzierte ebene Pendel besteht aus einem kreiszylindrischen, schmalen Stab der L•ange
l, an dessen Ende eine Kugel (RadiusR) befestigt ist. Durch ein Moment M (t) = M 0 cos(
 t)
wird das System erregt. Sowohl die Kugel als auch der Pendelstab sind als Starrk•orper anzu-
nehmen.

(a) Bestimmen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung
des Systems f•ur kleine Drehwinkel. Beachten Sie die
in der Legende angegebenen Vereinfachungen.

Bearbeiten Sie nachfolgende Aufgaben ausgehend von
der Bewegungsdi�erentialgleichung f•ur den Drehwinkel
' (t):

•' + 10r
7m _' + 5g

7R ' = 5M 0
56mR 2 cos(
 t)

(b) Geben Sie die Eigenkreisfrequenz des un-
ged•ampften und ged•ampften Systems an.

(c) Berechnen und skizzieren Sie f•ur den eingeschwun-
genen Zustand die Amplitude der Schwingung
(Amplitudenfrequenzgang).

A

R

r

M (t)

ex

ey

g

c1 c2

; Jzz;Kugel

; Jzz;Stab

mk

ms

l=2

l=2

Geg.: c1 = c2 = mg
R , l = 3R, mk = m

2 , ms = m, M (t), g, r , R, 
, l , m

Massentr•agheitsmoment bzgl. des jeweiligen Schwerpunktes: Kugel:Jzz;Kugel = 2
5mkR2

Stab: Jzz;Stab � 1
12msl2

155. Das skizzierte System (homogene KreisscheibeM , Js, masselose Umlenkrolle, ideales Seil,
Massem, lineare Federc, linearer D•ampfer k) erf•ahrt eine Fu�punkterregung u(t) = û cos 
 t.

(a) Wieviele Freiheitsgrade hat das System?

(b) Stellen Sie die Bewegungsgleichung f•ur die
Bewegung des Scheibenschwerpunktes auf.

(c) Berechnen Sie die L•osung im eingeschwunge-
nen Zustand.

(d) Wie kann man die Seilkraft berechnen?

Geg.: M , m, Js = 1
2Mr 2, c, k, r , û, 
, g

M, Js

m

r

c

k

u( )t

g

reines Rollen

156. Ein starrer Stab ist auf zwei Federn und einem
D•ampferelement gelagert. Es sollen kleine Auschl•age aus-
schlie�lich in senkrechter Richtung und schwache D•ampfung
angenommen werden. Die Gravitation wird vernachl•assigt.

Berechne die Eigenfrequenzen und Eigenformen des Systems!

Geg.: l , c, k, m, JS = ml 2

m; JS S

cc k

l l

x1 x2
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157. Das skizzierte System wird von einem im Massenmittelpunkt S angreifenden Moment an-
getrieben. Nach einer Einschwingphase stellt sich ein station•arer Zustand mit kleinen Aus-
schl•agen ein. (Gravitation spielt keine Rolle.)

(a) Bestimmen Sie die lineare Bewegungsdi�erential-
gleichung!

(b) Wie gro� ist die Kreisfrequenz der freien ged•ampften
Schwingung?

(c) Bestimmen Sie die Amplitude und den Phasenwin-
kel der station•aren Schwingung!

Geg.: a, r , c, m, JS = 2ma2, M (t) = M 0 cos 
 t

158. Das Ventil eines 4-Takt-Motors wird durch den
mit 
 = _' N rotierenden Nocken in eine harmo-
nische Bewegungu(t) versetzt und dabei durch
die massebehaftete Ventilfeder (KonstantecF )
gegen den Nocken gedr•uckt.

F•ur eine n•aherungsweise Berechnung der
Schwingungen der Ventilfeder wird ein Ersatz-
system aus zwei idealen Federnc� und einer
Massem� = 1

3mF gebildet.

(a) Bestimme u(t) und ein geeignetesc� !

(b) Berechne die Bewegungx(t) der Ersatz-
masse m� f•ur den station•aren (einge-
schwungenen) Fall.

Geg.: a, cF , mF , ' N , m� = 1
3mF

Ersatzsystem
f•ur cF , mF :

u(t)

x(t)

c�c�

m�

159. Ein K•orper K mit der Masse m ist •uber eine Fe-
der und einen D•ampfer mit dem Anregungskol-
ben A verbunden, der eine vorgegebene schwin-
gende Bewegungu(t) ausf•uhrt. x(t) bezeichnet die
Verschiebung des K•orpers K gegen den spannungs-
losen Ruhezustand. Im Ruhezustand gilt f•ur den
Anregungskolben A:uRuhe = 0.

Geg.: m, d, k, u(t) = û cos 
 t, û, 


x

u(t)

k

d

K

A

(a) Stellen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung des skizzierten Systems auf.

(b) Bestimmen Sie die Schwingungsamplitudejx̂j des K•orpers K im eingeschwungenen Zu-
stand als Funktion der Erregerkreisfrequenz 
. Tipp: Verwenden Sie geeignete Abk•urzungen.

(c) Skizzieren Sie qualitativ den Verlauf dieser Abh•angigkeit bei kleinen D•ampfungen. Geben

Sie explizit die Werte an f•ur 
 = 0 und 
 =
q

k
m .
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160. Eine Maschine der GesamtmasseM sei wie skizziert
gegen das Fundament gelagert. Im Innern rotiert ei-
ne Punktmasse m an einem Hebel der L•ange a mit

 = const.. Die Feder sei f •ur x = 0 spannungsfrei, die
F•uhrung reibungsfrei.

Bestimme die Bewegungsgleichung, Amplitude und
Phasenlage der Schwingung und den Verlaufx(t)!

Geg.: M , m, c, d, a, 
, x(0) = 0, _x(0) = 0

������������
������������
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m

M


 t

c

d

x

a

161. Bei fremderregten Schwingern h•angt die zu erwarten-
de Amplitude der Systemantwort bei gegebenen Pa-
rametern des Schwingers von der Erregerfrequenz ab.
Diese Abh•angigkeit wird h•au�g •uber eine sogenannte
Vergr•o�erungsfunktion V ausgedr•uckt, die im folgende-
nen f•ur den abgebildeten Einmassenschwinger hergelei-
tet werden soll. Die D•ampfung sei so gering, da� es
tats•achlich zu Schwingungen kommt.

������������
������������
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x

k

d m

F̂ cos 
 t

(a) Zeigen Sie, da� die Schwingungen des abgebildeten Einmassenschwingers durch die Dif-
ferentialgleichung

m•x + d _x + kx = F̂ cos 
 t (1)

beschrieben werden.

(b) Leiten Sie die dimensionslose Form

� 00+ 2D� 0+ � = cos �� (2)

der Di�erentialgleichung (1) her. Welche Beziehungen gelten zwischenx und � sowie
zwischent und � ?

(c) Bestimmen Sie mittels (2) die Vergr•o�erungsfunktion V , die als Quotient aus Amplitude
im eingeschwungenen Zustand und statischer Absenkung unter der Wirkung der Kraft
F̂ de�niert sein soll.

162. Das skizzierte System besteht aus zwei Zahnscheiben, zwei Federn und einem D•ampfer und
wird von der oszillierenden Kraft F (t) angetrieben. Die Federn sind in der skizzierten Lage
entspannt.

(a) Bestimme die lineare Bewegungsdi�eren-
tialgleichung!

(b) Bestimme die Kreisfrequenz der freien
ged•ampften Schwingung!

(c) Bestimme die Amplitude und den Pha-
senwinkel der station•aren Schwingung!

Geg.: a, b, r , c, m, JS, F (t) = F0 cos 
 t, F0, 
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163. Die Vertikalschwingungen eines Automobils k•onnen
durch das gezeichnete Ersatzmodell beschrieben wer-
den. Durch die Koordinaten y10, y20 ist die Ruhelage
des Systems gekennzeichnet.

(a) Bestimme die Bewegungsdi�erentialglei-
chung(en) des Systems!

(b) Wie lautet die charakteristische Gleichung?

(c) Welche Eigenwerte (Eigenkreisfrequenzen) hat
das System ohne D•ampfung (k = 0)?

Geg.: m1 = 600kg, m2 = 40kg, c1 = 150N=cm, c2 =
1600N=cm

�������
�������
�������
�������

m1

m2

c1

c2

k

y

y10

y20

y1

y2

Fahrzeug-
aufbau

D•ampfung,
Federung
Achsen,
R•ader

Reifen-
federung

164. Zwei masselose Stangen der L•angel und zwei identische Punktmassenm bilden wie abgebildet
ein Doppelpendel. Untersucht werden Schwingungen mit kleinen Auslenkungen um die stabile
Ruhelage. Ausschl•age gr•o�er als 2� f•uhren zu einem Versagen des Systems. Auf die obere
Stange wirkt ein periodisch ver•anderliches MomentM (t).

(a) Kommt es zum Versagen des mechanischen Sy-
stems? Begr•unden Sie Ihre Entscheidung mit geeig-
neten Berechnungen.

(b) Als konstruktive •Anderung wird vorgeschlagen,
einen viskoser Drehd•ampfer in das mechanische Sy-
stem einzubauen. Wo ist dieser D•ampfer zu plazie-
ren? Begr•unden Sie Ihre Entscheidung.

Geg.: l , m, g, M (t) = M̂ sin(
 t), 
 =
q

(2+
p

2)g
l , M̂

l

l

m

m

g

M (t) = M̂ sin(
 t)

165. Das skizzierte System schwingt mit kleinen
Auslenkungen. Die Feder und der Pendelstab
sind masselos. Die L•ange der entspannten Fe-
der ist l0.

(a) Stelle die Schwingungsdi�erentialglei-
chung (in Matrixschreibweise, ohne die
Spezialisierung in Teil b) auf!

(b) Bestimme die Eigenkreisfrequenzen als
Funktion von c und m f•ur folgenden Spe-
zialfall: m1 = m

33, m2 = m, � 1 = 1
66mr 2,

� 2 = 1
2mr 2, l = 2 r , c = mg

33r

Geg.:m1, m2, � 1, � 2, l , r , c, g, l0
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m1; � 1

m2; � 2

c

l

l

l0

	

'
x

g

r
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166. Das abgebildete mechanische Sy-
stem besteht aus einer homogenen,
d•unnen Stange (L•angel, Massem),
die •uber eine masselose, reibungs-
freie F•uhrung gef•uhrt wird. Die Fe-
der sei entspannt, wennx = 0. Der
Schwerpunkt sei mit S bezeichnet.
F•ur das Massentr•agheitsmoment
bez•uglich des Schwerpunktes gilt
bekannterma�en

J S =
1
12

ml 2 :

Hinweis Die Aufgabenteile (c) und
(d) k •onnen unabh•angig von den vor-
hergehenden Teilen gel•ost werden.

x

ex

ey

k

g

S

masselose, reibungs-
freie F•uhrung

homogene Stange

'

(a) Berechnen Sie die BeschleunigungaS von S gegen•uber der ruhenden Umgebung als Funk-
tion von x, ' und ihren Zeitableitungen (kinematisches Problem) in der Basisex , ey .

(b) Stellen Sie nun die Bewegungsdi�erentialgleichungen f•ur das System auf. Beachten Sie,
dass� 1

2 � < ' < 1
2 � gilt. Bestimmen Sie die statische Ruhelage.

(c) Betrachtet werden im folgenden kleine Schwingungen um die stabile Gleichgewichtslage.
Eine Modalanalyse liefert f•ur den Fall mg � kl die Eigenkreisfrequenzen

! 1 =

r
3g
2l

�

r

1 �
9mg
8kl

und ! 2 =

r
9g
2l

�

s

1 +
8kl
9mg

:

Wieviele weitere Eigenkreisfrequenzen besitzt das System? Begr•unden Sie Ihre Antwort.

Wie lautet die zur Eigenkreisfreqenz! 1 geh•orende Eigenform im Grenzfall einer unend-
lich steifen Feder? Geben Sie den zugeh•origen Eigenvektor an.

(d) Zeigen Sie durch geeignete Berechnungen, dass im Fall einer sehr steifen (nicht unend-
lich steifen) Feder (mg � kl ) bei freien Schwingungen des Systems keine Schwebungen
auftreten k•onnen. Nutzen Sie die in Aufgabenteil (c) angegebenen Eigenkreisfrequenzen.

Gegeben:m, g, k, l

167. (a) F•ur das skizzierte System stelle man
das Bewegungsdi�erentialgleichungssy-
stem auf und schreibe es auf Matrizen-
form um. Es sollen von vornhereinklei-
ne Auslenkungen angenommen werden.

(b) Man berechne die Eigenkreisfrequenzen
und die dazugeh•origen Eigenformen des
Systems.

Geg.: c1 = 1
4 c ; c2 = c3 = c ; m1 =

2
3 m ; m2 = m; � S = 1

2m1r 2; r
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168. Eine starre Rechteckplatte ist federnd in ihren Ecken gelagert.
Berechne die Eigenkreisfrequenzen und -formen.

Ber•ucksichtige dabei nur kleine Ausschl•age senkrecht zur
Plattenebene!

Geg.: a, b, c, m

169. Im skizzierten System soll die Reibung vernachl•assigt
werden.

(a) Stelle die Bewegungsdi�erentialgleichungen auf!

(b) Bestimme die Eigenfrequenzen und Eigenformen
der Schwingung und gib die allgemeine L•osung der
Schwingungsdi�erentialgleichung an!

Geg.: c1 = 2c, c2 = c, m1 = 2m, m2 = m

������������
������������
������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������
������������
������������

m1 m2

c1 c2

170. Im skizzierten schwingungsf•ahigen System soll die Reibung vernachl•assigt werden.

(a) Schneiden Sie die einzelnen Massen frei
und stellen Sie das Bewegungsdi�erential-
gleichungssystem auf!

(b) Stellen Sie die charakteristische Gleichung
auf!

(c) Bestimmen Sie die Eigenkreisfrequenzen
und dazugeh•origen Eigenformen des Sy-
stems!

Geg.: m; c

1
2c

1
2c

cc

m

m

171. Zwei K•orper mit den Massen m1 und
m2 k•onnen sich auf der Unterlage
horizontal reibungsfrei bewegen. Auf
sie wirken die ebenfalls horizontal
gerichteten Kr•afte F1(t) und F2(t). Die
K•orper sind •uber die Federn mit den
Stei�gkeiten c1, c2, c3 und die D•ampfer
mit den D•ampfungskonstanten d1,
d2, d3 miteinander, sowie der festen
Umgebung verbunden (siehe Skizze).

x1 x2

c1 c2 c3

d1 d2 d3

m1 m2

F1(t) F2(t)

Federn und D•ampfer werden als masselos und die K•orper als Punktmassen betrachtet.
Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen der beiden K•orper in den Koordinaten x1 und x2.

Geg.: m1, m2, c1, c2, c3, d1, d2, d3, F1(t),
F2(t)
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172. Untersucht werden soll das skizzierte System bei kleinen
Ausschl•agen. Als Lagekoordinaten sollen die Drehwinkel'
und  gegen die Senkrechte verwendet werden.

(a) Stellen Sie das lineare Bewegungsdi�erentialglei-
chungssystem auf!

(b) Bestimmen Sie die Eigenkreisfrequenzen und die zu-
geh•origen Eigenschwingungsmoden!

Geg.: m, L , J S = 1
12ml 2, k, g

l

l

g

m; J S

m; J S

'

 

k

173. Bestimmen Sie f•ur das dargestellte System

(a) die Bewegungsdi�erentialgleichungen,

(b) die Eigenkreisfrequenzen,

(c) die Bewegungen der beiden Massen f•ur den eingeschwungenen
Zustand,

(d) diejenige Erregerfrequenz, bei der die Massem in Ruhe bleibt,

(e) die kritischen Erregerfrequenzen und

(f) die Vergr•o�erungsfunktionen!

Gegeben:m, M , c1, c2, r , P(t) = P0
2 cos 
 t

x

M

m

r

P(t)P(t)

c1

c2

'

Literatur: [1, S. 134 �]

174. Zwei masselose elastische Balken (Biegestei�gkeitEI ) sind
zu einem rechtwinkligen Tr•ager zusammengeschwei�t. Der
Tr •ager ist an einem Ende fest eingespannt und tr•agt am ande-
ren Ende eine Punktmassem. Untersucht werden Schwingun-
gen mit kleinen Auslenkungenu und v. Am Punkt B wirkt
auf den Tr•ager ein periodisch ver•anderliches MomentM (t).

(a) Bestimmen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichungen,
die kleine Schwingungen des Systems beschreiben.

(b) Wie lauten die Eigenfrequenzen des Systems?

(c) Berechnen Sie die L•osung im eingeschwungenen Zu-
stand f•ur den Fall, da� die Erregerfrequenz 
 nicht eine
der Eigenfrequenzen ist.

Geg.: l , m, g, M (t) = M̂ sin(
 t), M̂

l

2l

mg

M (t)

u

v

x

y
A

B

C
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175. Im Betrieb liegengebliebene U-
Bahnz•uge werden in der Regel mit
betrieblichen Mitteln, d. h. durch den
n•achstfolgenden Zug von der Strecke
geschoben. Wenn beim Abschieben
pl•otzlich die Notbremse ausgel•ost wird,
kann es zu hohen dynamischen Kr•aften
in den Kupplungen und sogar zum
Abriss der Kupplungen kommen.

Fe(t)

U-BahnU-Bahn

x

1 2

F•ur ein erstes Studium der L•angsdynamik soll ein sehr stark vereinfachtes Modell zweier U-
Bahnen betrachtet werden. Die U-Bahnen seien in sich starr (Zugmassem) und durch eine
lineare Kupplung (Federstei�gkeit k) verbunden. Auf den linken Wagen 1 wirkt die Antriebs-
bzw. Bremskraft Fe, auf den defekten rechten Wagen 2 wirkt nur die Kupplungskraft Fk . Der
Zugverband f•ahrt nach rechts (positive x-Richtung).

Die maximale Kupplungskraft soll f•ur den Fall berechnet werden, da� die •au�ere Kraft sich
sprungartig von F̂e > 0 (Beschleunigen) zu� F̂e < 0 (Bremsen) •andert.

(a) Zeigen Sie, da� zur Bestimmung der maximalen Kupplungskraft die Betrachtung eines
Einmassenschwingers gen•ugt.

(b) Stellen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung f•ur den Einmassenschwinger auf. Wie gro�
ist die Eigenkreisfrequenz?

(c) L•osen Sie die Bewegungsdi�erentialgleichung f•ur die angegebene Anregung und bestim-
men Sie die maximale Kupplungskraft.

176. Ein federnd gelagerter Rotor mit der Massem1 tr •agt am Radius r eine Unwucht der Masse
m0. Durch ein zweites Federpaar ist eine weitere Massem2 mit dem Rotor verbunden.

(a) Die Bewegung soll um die statische Ruhelage
beschrieben werden. Die Koordinatenx1 und
x2 sollen die Lage der Massen in Bezug auf die
(bzw. abgemessen von der) statische(n) Ruhe-
lage angeben. Wie gro� sind die Federkr•afte in
der statischen Ruhelage?

(b) Stelle f•ur 
 = konst. die Bewegungsgleichungen
des Systems auf!

(c) Berechne die Eigenkreisfrequenzen des Sy-
stems!

(d) Bei welcher Winkelgeschwindigkeit bleibt der
Rotor m1 in Ruhe (x1(t) � 0)?

Geg.: m0, m1, m2, c1, c2, r , 
, g

r

m2

m1

m0

c1
2

c1
2

c2
2

c2
2 
 t

g
x2

x1


