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Tutorium

Aufgabe 18

Auf einer schiefen Ebene bewegt sich reibungsfrei ein
Korper der Masse m, Bewegungskoordinate s, infolge b
der Schwerkraft abwirts. In einer radialen Bohrung ist
ein Zylinder der Masse M, der Relativkoordinate z, ela-
stisch angeordnet, der sich ebenfalls reibungsfrei bewe-
gen kann. Ausgehend von der Ruhelage des Systems sind
mit den LAGRANGEschen Gleichungen 2. Art die Bewe-
gungsdifferentialgleichungen fiir die generalisierten Ko-
ordinaten s und z aufzustellen.

Geg:m, M, c,a, g

~_

1. Ortsvektoren und Kinematik

T, =Tg+scosae, — ssinagy (1)
it = 8 2)
Ty =T+ 2e, (3)
=ro+ (v + scosa)e, — ssinag, (4)
‘iM‘2:$'2+52+2:'c,écosa (5)

Dabei ist r, der Vektor vom beliebigen, festen Punkt zum
Schwerpunkt des Systems in der Ausgangslage.
2. Kinetische Energie:

1 . 1 .
T = §m}zm}2 + §M}1M|2
1

1
= §m52 - §M(i~2 +§%) + Mi$cos

3. Potentielle Energie:

1 1
U=—-(M+m)gssina + 520-32 + 520-902

4. LAGRANGEsche Funktion:
(Generalisierte Koordinaten: s und x)

L=T-U

1 1
= §m32 + §M(x2 + é2) + Mxscos a

+ (M +m)gssina — c(s* + 2?) (10)
~———

=:!Mges

5. Ableitungen:

% = Mges5 + MZ cosa (11)
%(%) = Mges5 + M cosa (12)
g_i = Mgesg SIN Ot — 2¢5 (13)
g_izMx'JrM,écosa (14)
%(g_i) =M%+ MScosa (15)
g—i = —2cx (16)

6. Bewegungsgleichungen: LAGRANGEsche gleichung fiir
konservative Systeme

TN IR
Ausgewertet ergibt das fiir ¢ = 1 mit ¢g; = s:
Mges§ + 2¢s + M cos i = Mygesgsin o (18)
und fiir ¢ = 2 mit ¢o = x:
M i+ 2cx+ Mcosas = 0. (19)

Aufgabe 20

e

Die Aufhdngevorrichtung eines ebenen
Pendels mit der zeitlich verdnderlichen
Linge [(t) und der Pendelmasse ms gleitet
reibungsfrei auf einer horizontalen Fiih-
rung und hat die Masse m;.

Ermitteln Sie mit Hilfe der Lagrangeschen
Gleichungen 2. Art die Bewegungsdifferen-
tialgleichungen fiir das System.

Geg.: my, ma, l(t), g

Kinematik:

Das System hat 2 Freiheitsgrade, weshalb 2 generalisierte
Koordinaten gewahlt werden.

¢1 = x Koordinate zum Mittelpunkt der Masse m; (20)

g2 = ¢ Drehwinkel (siehe Skizze) (21)

r =re, = v == de, (22)

Ty =1y + 115 = ze, +U(t) sinpe, +1(t) cos pe,, (23)
= Uy = Z.Q (24)
= (x + isincp + [l cos gpgb)gm + (icosgp - lsingpgb)gy
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Kinetische Energie:

r-1 (25)

2 _ -2
mlv + =mov5 = —m1x° + —=me
L T ! 2

x—l—lsmgo—i—lcosgogo) (l'cosap—lsintpgb)ﬂ

2
1
§(m1 +mg) &% 4 ma (:cl sin ¢ + @l cos )
+

[(ising& +lcos<p<,b)2 + (lcosp — lsinwcﬁﬂ

1 .
= §(m1 +mg) &2 + mg(x'lsincer xl coscpc,b)

1 .
+ 5,,7,112(12 + l2¢2)

Potientelle Energie:

U = —magl(t)cosy (26)
Lagrange - Funktion:
L=T-U (27)
1 .
= §(m1 + mg) &% + mo (:'cl sin ¢ + &l cos gogb)
1 .
+ 5me (I +1P¢%) + magl(t) cos ¢
Ableitungen:
oL . ;. )
P (ma +ma)i + ma (Ising + [ cos pp) (28)
d 0L .
7 (%) = (mq + ma)& + ma
(isin © + 2l cos o — I sin pp? + 1 cos ©p) (29)
OL
—~_0 30
Ox (30)
OL
% = my (&l cos p + 12<p) (31)
d (0L . i e S
E(a_@) = mg(xlcosgo + zlcosp — &lsinpp + 2llo + 1 go)
(32)
OL s o .
7% = my (il cosp — @lsinp) — moglsing  (33)
a = (&l cosp — il sinpy) (34)
Lagrange - Gleichungen 2.Art:
flir konservative Systeme
d /0L oL
(52) -5 = (35)
dt\dq;/  Oq;

Bewegungsdifferentialgleichungssystem
(mq + m2)E + ma (isin © + 2l cos
—Isin pp? + 1 cos <p¢) =0
#lcos g+ 2l + 123+ glsing =0

Hausaufgaben

Aufgabe 17

Zwei masselose Stangen (Léngen /; und lp) und zwei Punktmassen
m;y und mg bilden ein Doppelpendel.

(a) Bestimme fiir die Bewegung des skizzierten Doppelpendels in
einer vertikalen Ebene (Erdbeschleunigung ¢) mit Hilfe der La-
GRANGEschen Gleichungen 2. Art die Bewegungsgleichungen.
Nutze die generalisierten Koordinaten ¢ und .

(b) Wie lauten die Gleichgewichtslagen?

Geg.: m1, ma, Iy, la, g

a) Das Nullniveau fiir die potentielle Energie liege bei y =
0.

U= —gmiy1 — gmayz (36)
Kinetische Energie:
1 1
T=gmi(af+98) + sma(i3+38)  (7)

Kinematische Beziehungen: Driicke die in (36) und (37)
vorkommenden kinematischen Gréfsen aus als Funktion
der beiden (willkiirlich gewéhlten) generalisierten Koor-
dinaten ¢; und 2. (System hat 2 Freiheitsgrade)

y1 = l1 cos 1 Y1 = —p1lising; (38)
x1 =l singy %1 = P11 cospr (39)
Yo = Y1 + l2 cos o Yo = Y1 — P2 Lo sin o (40)
To :ZE1+ZQSiH(p2 st :i'1+gb2 ZQCOS(PQ (41)
Die LAGRANGEfunktion ergibt sich damit zu:
L=T-U (42)
1
= §mlll<p1 (cos 1 + sin gol)
+ 2m2 [90112 + @305 + 29111 ol
(cos (1 €OS P2 + sin 1 sin gpg)]

+ g(m1 4+ m2)ly cos 1 + gmals cos o (43)
mit sin?a 4+ cos?a = 1 und cosacosfB + sinasinf =
cos(a — f) :

1 2.2, 1 5.9
L= 2(7"1 +m2)l1o7 + 2m212g02

+ maprlipala cos(p1 — ¥2)

+ g(my + ma)ly cos p1 + gmals cos pa (44)
Fiir die LAGRANGEschen Gleichung 2.Art

d /0L oL
_(_.)_—:0, i=1,2 (45)
dt 8%— 8%—
bendétigen wir die Ableitungen

oL Lilapr b sin )

— =-m sin(p1 —

P 20102P1P2 $1— ¥2

— g(m1 + mg)ll sin ©1 (46)
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oL .. .
5o, = Maliba@i@asin(pr — ) — gmalysing,  (47)
P2
oL 9. .
a—(‘bl = (ml —+ m2)llg01 + mglllQCPQ COS(QDl — (,02) (48)
d /0L
“ et — l2 .
dt <a¢1) (ma +ma)lié1
+ malila [@2 cos(p1 — 2)
— (¢1 — p2)pasin(pr — 502)} (49)
oL . .
6—' = mQZg(PQ —+ TTLQleQ(pl COS((pl — (PQ) (50)
P2
d s OL .. .
% (6—(‘02) = mglgcpg =+ mglllQ ©1 COS(QDl — QDQ)

— ¢1(e1 = g2)sin(er - ¢2)| (51)

eingesetzt in (45) erhalten wir die beiden Bewegungsdiffe-
rentialgleichungen

higr + @2 cos(p1 — @2) + 5 sin(pr — 502)}

(52)

ma
712[
my + ma
+gsinp; =0

lago + 1 [@1 cos(ip1 — p2) — @ sin(pr — 902)}

+gsinps =0 (53)
b)
Gleichgewicht :  ¢;.6 =0, ¢ic=0 (54)
aus (52):  gsing1g =0 (55)
aus (53): gsings g =0 (56)
v, =km, k=0,1,2.. (57)
p2,g =mm, m=0,1,2.. (58)

Gleichgewicht herrscht, wenn jedes Pendel entweder genau
senkrecht hangt oder genau senkrecht nach oben steht.

Aufgabe 19

7,

Ein Massenpunkt m ist am unteren Ende einer Feder k angebracht. Am
oberen Ende ist die Feder drehbar gelagert. In spannungloser Ruhelage hat
die Feder die Lange rg.

Stellen Sie die Bewegungsdifferentialgleichungen des Systems mit Hilfe der ¢
Lagrangeschen Gleichungen 2.Art auf.

Geg.: k,m, ro, g

Kinetische Energie:

1
T=:-mv) = §m02 (59)
mit v = [vle, [ule, = [vf* =v? (60)
Potentielle Energie:
1 2
U = —mgr(t) cos p(t) + §k(r(t) —70) (61)
Lagrange-Funktion:
1 1 2
L:T—Uzimv +mgreos<pf§k(7’fro) (62)
Kinematik:
r = —r(t)sinp(t)e, +r(t) cosp(t)e, (63)
v=—7(t)sinp(t)e, —r(t) cosp(t)p(t)e,
+7(t) cos p(t)e, —r(t)sinp(t)p(t)e,  (64)
= v? =v-v =72+ 27rsinpcos P + rip?
— 277 sin @ cos
=i? +r?¢? (65)

alternativ:

Darstellung iiber ursprungsfestes mitdrehendes Koordina-
tensystem

r=r(t)e, (66)
v =1 ="7e, +rde, (67)
= v-u =72 4 r2p? (68)

Kinematik in der Lagrangefunktion beriicksichtigen:

= L= %m(?*2 +72¢%) + mgrcosp — %k(T - T0)2 (69)

Lagrange - Gleichungen 2. Art ansetzen:

9 9
%(ai) - a; =0

Es treten nur konservative Krafte auf.

(70)

Das System besitzt 2 Freiheitsgrade, somit existieren 2
generalisierte Koordinaten. Diese wurden hier so gewahlt:

qg =7

q2 = @
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Ableitungen:
oL d OL ..
= s — 22— 73 midy + cxy + e(xy —22) =0 (88)
or " Tarer (73) .
oL . <C _c _
a5 mro? + mgcosp — k(r—ro) (74) Tt mt T T 0 (89)
r
oL 9 . d 0L .. 2.
) =mree = dt 9y =2mrrd +mreg (75)  pweite Bewegungsgleichung (Lagrangegleichung fiir kon-
oL servatives System)
— = —mgrsin 76
% grsingp (76)
Bewegungsdifferentialgleichungssystem i 8_L _ 8_L -0 (90)
. .92 dt 69’02 6902
= mi' —mrg® —mgceosp +k(r—rg) =0 (77)
ro+2ro+gsinp =0 (78)
mio — c(x1 — x2) + cxa =0 (91)
.. (&
Aufgabe 21 T2+ m T T 0 (92)
(a) Fiir das skiz.zi.erte SysteI-u stelle man das
i shribe. e . Matrientorm Darstellung in Matrizenform
Alenloungen mgonmmen wertens
(b) Man berechne die Eigenkreisfrequenzen -
und die dazugehérigen Eigenformen des reines Rollen ’ 1 0 :C 9 c ¢ " 0
AL T _2 o O lmy? r 1 o Tm| () =
Geg:er =3¢, co=c3=c, mi=3m, mg=m, Og=gzmr? 1 |:0 1:| <$2) + |:_% 2% :| <,’L‘2) <0) (93)
(a) Aufstellen der potentiellen und kinetischen Energie
mit wf = = gilt:
1 2 1 2, 1 9
U= 501(2:“) + 502(z1 —x2)" + 56373 (79)
_Cio Lo 1, 1 0] (&1 203 —wil (z1) _ (0O
= 84x1 + 2c(z1 x2)” + 5 €2 (80) 0 1| \iy + —? 2 \a) = Lo (94)
1 1 1
= Ecx% + 50(:01 —x2)% + §cz§ (81)
7= Loa? 4 Tog (22 2+1 i3 (82)
= —mix — — —mal
2 T Y\ 9 22
12, 112 ,@3 1 .
2 5, 1 5 1 .
= gMmd1 + g M + 5midy (84)
1 1
= me% + §mx§ (85)
Lagrangefunktion:
L=T—U=<mi? + mi?
= = gmdi + Smd;
1 1 1
- <§cz% + ic(zl —x9)? + 50:0%) (86)

erste Bewegungsgleichung (Lagrangegleichung fiir konser-
vatives System)

d /0L oL



