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Tutorium

Aufgabe 23

Es soll das Eigenschwingverhalten des Systems Forderkorb/Seil einer Schachtanlage untersucht

werden. Seil und Férderkorb schwingen in guter Niherung nur in vertikaler Richtune.

(a) Stellen Sie das zweite NEWTONsche Gesetz fiir ein infini-
tesimales Seilstiick auf. Die lokale Verschiebung des Seils
in z-Richtung sei u(z,t). Leiten Sie dann mit dem Hooke-
schen Materialgesetz N = E A%‘die Bewegungsdifferential-
gleichung fiir das dargestellte System her.

(b) Geben Sie die Randbedingungen fiir das System an!
(Hinweis: Endmasse freischneiden.)

(c) Bestimmen Sie die statische Ruhelage ug(z) des Systems!

(d) Wie lauten die Differentialgleichung und die Randbedin-
gungen mit der neuen Variablen % = u — uo?

(e) Wie grofl ist die erste Eigenfrequenz des Systems, wenn
der Forderkorb in Schwingung gerit? Verwenden Sie die

Gleichungen aus Teil (d)!
T N

T, u A

Geg.: L, E, A, p,m, g

(a)

dz

Y

ON
N+ E):v(lz gdmg
Masse des Seilstiicks:

dmg = pAdx

Zweites NEWTONsches Gesetz
(Masse - Beschleunigung = > duflere Kriifte):

0%u ON ON
dmsﬁ =N+ %dm—l—gdms - N = %dac + gdmg
(2)
0u ON
Materialgesetz N = EA%Z einsetzen:
0%u 0 ou
A——dx = — (FA— A 4
p 8t2d$ 8:0( a:r)dgc—i—gp dz (4)
0%u 0%u
T _ g2
P 52 T 9P (5)
Bewegungsdifferential-Gleichung;:
Pu 0% .
w:C@ﬁ-g mit ¢ :; (6)

(b) Am oberen Ende keine Verschiebung:

u(zx=0,t) =0 \2 (RB 1)

Am unteren Ende hdngt nur noch eine Einzelmasse. Das
zweite Newtonsche Gesetz fiir diese Masse liefert:

0%u

m— 7

BT (7)

Mit dem Materialgesetz fiir das Seil N = EAg—; ergibt
sich:

=—N(zx=1)+mg

=l

0%u
m—
8t2 =l

Ju
ox

=mg vt (RB 2)

z=l

(¢) Im Gleichgewicht ruht das System: % = 0. Eingesetzt
in die Bewegungsdifferential-Gleichung (6):
d?ug g
A2 2 (8)
_ 9 2
uo(x)——@x +Dx+E (9)

(RB 1) ergibt E = 0:

uo(x) = —%IQ + Dz

%7; = 0 und (10) eingesetzt in (RB 2)

<ol

oA (11)

Wir erhalten:

__ 9 2 (mg g
uo(a) = —505a® + (ﬁ + C—Q)x (12)
(d)
U=u—u & u=1uU+uo (13)
Pu 0%
= 14
otz ot? (14)
Pu_on w1 g
0x2 022 0x2 022 2
Einsetzen in  (6) ergibt die  transformierte
Bewegungsdifferential-Gleichung:
?u 0%
— =c— 16
o2~ © 9a2 (16)

Analog ergeben sich auch die transformierten Randbedi-
nungen:

a(z=0,t) =0 (RBT 1)
0% EA 0Ou
92 Lot T Bl 0 (RBT 2)

(e) Die partielle Dgl. (16) kann mithilfe des Produktansat-
zes von BERNOULLI in zwei gewthnliche Dgln. iiberfiihrt
werden, von denen man die allgemeinen Losungen kennt.
Das fiihrt auf die allgemeine Losung

ik (x,t) = Y T(t) Xp(z) mit (17)
k=1
Ti(t) = By sinwgt + Cy cos wit, (18)
. Wk Wk
Xi(z) = Dy sin —x + Ej, cos —z (19)
c c

und (unendlich vielen) noch zu bestimmenden Konstanten
By, ..., E; und Eigenfrequenzen wy.

Die erste Randbedingung (RBT 1) ergibt:

By =0 (20)
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Mit der Abkiirzung & =
gung (RBT 2) mit Ej = 0:

— 2T} - Dy sin %l + 5Tka% cos %z =0
Wk

05 -2 1) =
)

Diese Gleichung ist fiir jedes k auszuwerten. Die Gleichung
soll vt gelten, und im Allgemeinen ist Ty (t) # 0. D =0
bedeutet die triviale Losung und scheidet damit aus. Es
bleibt, dass der Klammerausdruck zu Null werden muss,
damit die zweite Randbedingung (und gleichzeitig die er-

Ty (t) Dy (—w? sin —l—|—£7

ste) gelten. Es ist also zu fordern

2

. Wg k Wk
wi sin —[ = f— cos —I
c c
WE , . gl Wk
—Isin —Z = = cos —I
c c

und mit der Abkiirzung n = ‘*’—fl

&l
tann = —
ne
Oder ausgeschrieben:
EA 1
tan —~wp, = — - —
c cm wg

Das folgende Diagramm zeigt die grafischen Losungen fiir

l=L, |=2L und | =5L

W ergibt die zweite Randbedin-

(21)

Aufgabe 29

Ein Balken (Linge [, Massebelegung 1, Biegesteifigkeit

ET) ist bei A gelenkig gelagert und bei B in eine Hiilse
gesteckt, die dem Balken dort eine horizontale Tangen- A | z

glatt, stare N\
| TN

\\N

te aufzwingt. Die Hiilse (Masse m) kann auf einer starren o=

Stange in vertikaler Richtung reibungsfrei gleiten. Der Bal- 7 &
,
ken schwingt ausschliefllich in Querrichtung. w EI

(a) Wie lauten die Bewegungsdifferentialgleichung und die zugehorigen Randbedingungen? Hin-

weis: Keine Herleitung notwendig.

(b) Wie lautet die Frequenzgleichung? Hinweis: Die Frequenzgleichung braucht nicht geldst zu

werden.

Geg.: EI, i, I, m

(a) Bewegungsdifferentialgleichung mit
Randbedingungen

L h

-

mo SN

AN

zugehorigen

Bewegungsdifferentialgleichung

P B
ot? u ort
Randbedingungen
w(0,t) =0
M(0, 1) = ‘

(0,%) 83:2 (0, t)
ow) _
or Iy

( x=1
M) M

J
Q1)

Schwerpunktsatz in positive w-Richtung:

9w OBw
g — _O(l.t) = BEIZZ
G (1,t) Q1) 0x3 L)
Produktansatz
w(z,t) = X (x)T(t)

Einsetzen in Gl. (22) mit den Abkiirzungen

EI
cg:=4/— und \:= i
M CB
ergibt
j% X
i el

—= T +w’T=0
:>X////_)\4X_

(29)

(30)
(31)

allgemeine Losung von Gl. (31) mit den Unbekannten

Bla .- 7/64,)\((,0)

X (x) = By cosh Ax + fa sinh Az...
..+ B3 cos Az + B4 sin Ax
Randbedingungen
(23) — 0 = X(0)

(24) = 0 = X" (0)
(25) — 0 = X'(1)
(26) — 0 = mw?X (1) + EIX" (1) (

(b) Frequenzgleichung
X(0)=X"(0)=0= p
X'(1)=0
= Bacosh Al + B4cos Al =0
mw? X (1) + EIX"(l) =0
= (mw?sinh Xl + ET\3 cosh \l)Bs...
4 (mw?sin A\l — EIN? cos A)B4 = 0

wg. (30))!

=pB3=0

(32)
(33)
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Mit Abkiirzungen fiir die trig. und hyperb. Funktionen ist e
die notw. Bedingung fiir nichttriviale Lésungen (8s, 84 #

0):

Ch)\l

CAl
mw?shy; + ETN3chy,

mwQSM — EI)\?’CM =0
= mw?(tanh X — tan \l) + 2ET\3 =0

mit

X :=Al; mp:=ul folgt:
1
tan y — tanh y = 2@7
m X

Dies ist die gesuchte Frequenzgleichung. Beachte dabei die
Definition von A in Gl. (28).

Grafische Losung:

Manchmal kann man eine grafische Losung gewinnen, in-
dem man die linke und die rechte Seite der Frequenzglei-

chung geeignet auftrigt und Schnittpunkte sucht. Hier ist
das geschehen fiir das Massenverhéltnis

mp __

10

Eigenformen

Die Eigenformen geniigen der folgenden Gleichung;:

cosh A\l

X(x) = B9 (smh Ax — )

(34)

n Ax)

Die ersten drei Eigenformen:

4 F

— 1. Eigenfor ]

2. Eigenform
3. Eigenform

0.2

0.8 1

Hausaufgaben

Aufgabe 26

Ein eingespannter, massebehafteter Stab
mit kreisformigem Querschnitt trigt an sei-
nem Ende eine Einzelmasse. Geeignete An-
fangsbedingungen lassen den Stab um seine
Léngsachse schwingen.

. E——

N z
Geg.: I, m, G, I, A, p, 7 -

LG‘ I, A p

1
|

m

(a) Geben Sie die Differentialgleichung fiir die freie Torsionsschwingung an (Herleitung nicht er-
forderlich) und formen Sie diese in 2 gewdhnliche Differentialgleichungen um.

(b) Wie lauten die allgemeinen Losungen dieser gewdhnlichen Differentialgleichungen? Wie lautet
die Losung der partiellen Differentialgleichung?

(c) Formulieren Sie die geometrischen und die dynamischen Randbedingungen.

(d) Stellen Sie die Frequenzgleichung auf und skizzieren Sie, wie sich die ersten Eigenkreisfrequen-
zen grafisch bestimmen lassen.

(a) dx

M+ dM

Materialgesetz:

oY

G'Ip%

=M

Drehimpulssatz zu einem bestimmten Zeitpunkt:

%9

dJstabw - —M+M+dM —

our

o dx

mit dJstar, = Ippdx und 62D = % ergibt sich:

2

otz

, 0%

22y
D 92

Setze den Produktsatz nach Bernoulli

Ha,t) = X(x)T(t)
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in die Wellendifferentialgleichung (37) ein:

() _ 5 X'(2) 2
) ch X (o) onst. (= —w?) (39)
T(t) +w?T(t) =0
2 40
X”(l‘)—‘r%X(l‘) —0 (40)
¢b
(b) Losungen fiir (40):
T(t) = 21 sinwt + 29 coswt
LW w (41)
X(z) = zgsin —x + 24 cos —z
CpD CpD
Losung fur (37) mit (41):
a,t) = X (2)T(t) (42)
(c)
Hax=0,t)=0 (RB 1)
ist eine geometrische Randbedingung
Freischneiden der Einzelmasse am rechten Ende:
0%
M(zx = =—-Jg— 4
(x=1¢) JE 0 |oers (43)

mit Jg = 3 mr? und dem Materialgesetz (35) ergibt sich

20
8t2 z=l,t

2G1,
GL, o _,

z=l,t

(RB 2)

mr2 Ox

(d) In Gleichung (41) kann zo = 0 gesetzt werden. Aus
(RB 1) folgt z4 = 0. Mit z5 = z; 23 ergibt sich aus (42)

Pz, t) = 25 sinwt sin 2 (44)
CD
einsetzen in (RB 2) ergibt die Frequenzgleichung
l 2GI, 1
tan —w = —+F— . — (45)
CpD mr<cp w

Sie hat unendlich viele Losungen fiir w.

Aufgabe 32

Ein einseitig eingespannter, massebehafteter Balken tréigt am freien Ende eine Einzelmasse und ist
dort mit einer Feder abgestiitzt. Geeignete Anfangsbedingungen lassen den Balk?n quer schwingen.

o

3 0
(a) Forme die partielle Differentialgleichung % = —('éd,dT"j
mit (:é = EI ym in zwei gewdhnliche Differentialgleichun-

DA
gen!

(b) Bestimme die allgemeine Losung der Ortsfunktion mit ei-
nem Exponentialansatz!

(¢) Formuliere die geometrischen und dynamischen Randbedin-
gungen!

(d) Stelle die Frequenzgleichung auf, und gib eine Bestim-
mungsgleichung fiir die Eigenformen an!

Gegeben seien die Groflen: [, m, ¢, E, I, A, p

Herleitung der Bewegungsdifferentialgleichung;:

R Q1) M(z + dz,t)
M0 Ld_l",‘ Q(x + dz, t)

Das zweite Newtonsche Gesetz fiir das skizzierte Balken-
element lautet:

0w

dm- 2%
e

= Q($ + d.’E,t) - Q(.’E,t) (46)

(z,t)

mit dm = pAdz und Q(z +dz,t) = Q(z,t) + %—gdx ergibt
sich

Pw  0Q
== = 47
ot? ox (47)
mit Q = %—Af und dem Materialgesetz M = —FET- gi’;’
ergibt sich fiir konstantes p,A E,I die DGI
0w  EI 0*w
— +——=—==0 48
ot? + pA Ox* (48)
(a) Separationsansatz nach Bernoulli:
w(z,t) = X(x) - T(t) (49)
Eingesetzt in (48) ergibt
T+wT=0 (50)
w2
X" - —=X=0 (51)
“Q
mit cé = % und w noch zu bestimmende Konstante.

(b) Die gewohnlichen linearen homogenen Differentialglei-
chungen (50) und (51) werden mit einem Exponentialan-
satz gelost. Die als allgemeine Losung resultierende Line-
arkombination der Exponentialfunktionen ist dquivalent
zu einer Linearkombination aus Sinus und Kosinus bzw.
zusétzlich sinh und cosh.

Fiir die Zeitfunktion erhalten wir:

T(t) = By coswt + By sinwt (52)
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Fiir die Ortsfunktion ergibt sich:

X(x) = Bz cosh , /ia:+B4sinh \ [
€Q €Q
+ By cos /i:U+Bﬁsin1 [ £ (53)
€Q €Q

Die allgemeine Losung der Bewegungsdifferentialgleichung
(48) lautet dann:

oo
= Z (Buc cos wit + Ba j, sin wkt>

k=1
Wk (W,
33  cosh —x + By, sinh —x
Wk w
+ Bs i, cos —x + B 1 sin —kx)
€Q

(c) Am linken Rand besteht eine feste Einspannung cha-
rakterisiert durch die geometrischen Randbedingungen:

w(r =0,t) =0 (RB 1)
gw =0 (RB 2)
Ox (z=0,t)

Am rechten Rand ergeben sich dynamische Randbedin-
gungen:

Eine Punktmasse hat keine Drehtrigheit und die Feder
leitet auch kein Moment ein:

82
M@=1t)=0 = 22 =0  (RB3)
Ox? (z=l,t)
Q) Die Querkraft ergibt sich
' durch  Freischneiden  der
Punktmasse m aus dem

zweiten Newtonschen Gesetz

M(1,t) (¢ = Federsteifigkeit):
<=
cw(l,t)
0w
m ot2 = _Q(l7t) - Cw|(z:l,t) (55)
(z=L,t)
mit Q = —FEIw" ergibt sich:

0%w Pw

m——- = El— — cW|(p=rt (RB 4)
ot? (e=1,) Ox3 (e=1.t) ( )

(d) Bei Einsetzen der allg. Losung in die Randbedingun-

gen werden folgende Ableitungen bendttigt:

X"(z) = B3 cosh , / Cix + By sinh ix
— Bs cos , /iz Bg sin iz]
Q

X"(z) = ( d )7 |:BgSlIlh1/ x + By cosh ix

+ Bssin /im Bg cos
2T(t)

Jede einzelne Fundamentallosung soll die Randbedin-
gungen zu jeder Zeit erfiillen. Deshalb gilt V& mit den
Abkiirzungen Bz := Bsj; , .

Q

(56)

Q

Sle

x] (57)

(58)

Q

Q
T(t) =—

(RB1)= Bs+B;=0
(RB2)= By+Bg=0

und es ergibt sich fiir (RB 3):

Y4 Bysinh, [ 2
cQ cQ

— (—Bs) cos \/zz — (—Ba) sin \/zl =0 (61)

Fiir (RB 4) ergibt sich auch eine Gleichung fiir Bs und
By, zusammen mit (61) in Matrixschreibweise:

Bj cosh

My, Mo\ (B3
=0 62
<M21 M22) (34) (62)
mit
M1 = cosh x + cos x
M5 = sinh x + sin x
1 2
My = ~57 —(mw* —¢) (coshX — cos X)
3
— (i) (sinhx - sinx)
€Q
Moy = ! — (mw? — ¢) (sinh — sin )
2= "7 X X
w2
— (—) (coshx + cos X)
€Q
X =21 (63)
€Q

Eine Losung, bei der Bs # 0 und By # 0, kann es nur
geben, wenn die Determinante der Matrix verschwindet
(mp = Apl):

!
My Mag — Mya Mz =0 (64)
m c® _ 1 4 cosh y cos x
B G . . (65)
mp EI cosh x sin y — sinh y cos x
Durch numerische Auswertung von (65) mit (63) lassen

sich die Eigenfrequenzen wy, ermitteln.
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Die Gleichung (53) beschreibt die Eigenformen, wenn
darin die ermittelten Eigenfrequenzen wjy und die dazu-
gehorigen Koeffizienten Bj ... Bg eingesetzt werden.



