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1 Einleitung 
 

Die Einsatzgebiete von Materialien sind mannigfaltig und fast unüberschaubar. Allein eine 
Aufzählung von Materialeigenschaften, die von Interesse für praktische Anwendungen sind, 
könnte mehrere Seiten einnehmen. Für praktische Anwendungen können thermodynamische, 
mechanische, chemische, optische, elektrische, magnetische, tribologische u.a. Eigenschaften 
oder eine Kombination von ihnen von Interesse sein. Dieses Buch beschränkt sich auf die 
Diskussion von mechanischen Eigenschaften von Werkstoffen. Aber auch diese sind auf viel-
fältige Weise mit anderen Eigenschaften verbunden. Um ein Bild von diesen komplizierten 
Zusammenhängen zu geben, betrachten wir fünf Materialklassen, welche diese Zusammen-
hänge illustrieren: (a) Metallische Stoffe, Legierungen und intermetallische Verbindungen, 
(b) Verbundwerkstoffe, (c) Formgedächtnislegierungen, (d) Elastomere und  (e) granulare 
Medien. So werden die Funktionseigenschafen von Formgedächtnislegierungen durch ein Zu-
sammenspiel von mechanischen und thermodynamischen Eigenschaften bestimmt. Dasselbe 
gilt auch für die Elastizität von Elastomeren. Die Diskussion der tribologischen Eigenschaften 
von Elastomeren gibt einen Einblick in den Zusammenhang zwischen Prozessen im Volumen 
eines Materials und seinen Oberflächeneigenschaften. Bei granularen Medien ist es genau 
umgekehrt: tribologische Wechselwirkungen bestimmen die makroskopischen Volumenei-
genschaften. 

Makroskopische Materialparameter werden durch ein ebenso kompliziertes Zusammenspiel 
von verschiedenen Skalen bestimmt – von der atomaren Skala über eine Hierarchie von 
mesoskopischen Skalen, welche mit der Struktur der Stoffe zusammenhängen, bis hin zur 
Skala des Körpers als Ganzem. Dieses Buch behandelt Strukturen und Phänomene der 
mesoskopischen Skala und versucht, von dieser Skala den Weg zur makroskopischen Ebene 
aufzuzeigen. In metallischen Legierungen ist es die Skala von Strukturen wie Versetzungen, 
Schubzonen, Stapelfehlern, Phasenausscheidungen oder Körnern bzw. die mesoskopische 
Struktur eines Verbundes. In Formgedächtnislegierungen gehen wir von der Phänomenologie 
des Wachstums und des Rückgangs der martensitischen Phase in einem mesoskopischen re-
präsentativen Volumen aus. In Elastomeren beschäftigen wir uns mit der statistischen Physik 
und Thermodynamik von Polymermolekülen. Die kleinere, atomare Struktur bleibt dabei im-
mer weitgehend außer Betracht, auch wenn Sie selbstverständlich die Grundlage der Phäno-
mene auf der mesoskopischen Ebene bildet. Atomare Wechselwirkungen im Zusammenhang 
mit der Thermodynamik bestimmen die Art des Kristallgitters, die Konzentration und Stabili-
tät der Punktdefekte oder der Phasenstruktur. Diese durchaus wichtige Strukturen und Prozes-
se werden im Rahmen dieses Buches als gegebener empirischer Hintergrund betrachtet, auch 
wenn viele Fäden, die sich von der mikroskopischen Skala ziehen, mitverfolgt werden.  

Der Aufbau des Buches ist wie folgt: Wir beginnen mit der Untersuchung metallischer 
Werkstoffe. Die Elastizität dieser Stoffe ist trivial und wird nicht betrachtet. Wir gehen daher 
gleich zur Untersuchung der plastischen Deformation und der Verfestigung über. Mechanis-
men der plastischen Deformation von metallischen Stoffen sind aus zweifacher Hinsicht inte-
ressant: zum einen als solche (zum Beispiel für die Umformung sowie andere Herstellungs-
verfahren) und zum anderen im negativen Sinne, als ein Prozess, der verhindert werden muss. 
Metalle werden in der Regel durch das Abgleiten entlang Gleitebenen deformiert. Die Träger 
der plastischen Deformation sind dabei Versetzungen. Versetzungen werden in diesem Werk 
als innere Grenzen der Gleitzonen definiert und betrachtet – ein Zugang, der es viel einfacher 
macht, ihre Eigenschaften zu verstehen und diese in einen Zusammenhang mit Prozessen der 
plastischen Deformation zu bringen, als die übliche Definition von Versetzungen als topologi-
sche Defekte im Kristallgitter. Der weitere Weg über Schubzonen, der als "elementarer Bau-
stein" der Plastizität in Metallen betrachtet wird, führt auf natürliche Weise zum Bruch, wobei 
sowohl die Theorie von Griffith als auch die kinetische Theorie des Bruches von Zhurkov 
vorgestellt werden. Die Diskussion der Verfestigungsmechanismen führt letztendlich zum 
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Verständnis des "Festigkeits-Sprödigkeits-Dilemmas". Dieses zu lösen ist nur im Rahmen von 
Verbundwerkstoffen möglich. Das Thema Verbundwerkstoffe und insbesondere Nanokompo-
site schließt diesen ersten Abschnitt ab. Danach wenden wir uns den Funktionseigenschaften 
von Formgedächtnislegierungen zu, die einen völlig anderen physikalischen Mechanismus der 
"plastischen" Deformation aufweisen. Die plastische Deformation geht in diesen Stoffen über 
Phasentransformationen und ist somit sehr eng mit ihrer Thermodynamik verbunden. An-
schließend betrachten wir Elastomere, in denen selbst die Elastizität durch ihre Thermodyna-
mik bestimmt wird (Entropieelastizität). Abschließend diskutieren wir kurz die Eigenschaften 
von granularen Medien. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



2 Plastische Deformation von Metallen  
 
Ein großer Teil dieser Vorlesung beschäftigt sich mit der plastischen Deformation von Metal-
len, Legierungen und intermetallischen Verbindungen, die entweder durch Gleiten (gewöhnli-
che plastische Deformation) oder durch Phasentransformation (Formgedächtnislegierungen) 
verformt werden. In den meisten Fällen geht es um polykristalline und mehrphasige Materia-
lien. 

2.1 Kristallgitter 

Um die plastische Deformation zu verstehen, schauen wir uns zunächst an, wie einfache Kris-
talle aufgebaut sind. Die Atome sind auf periodisch wiederkehrenden Plätzen in einem sog. 
Kristallgitter verteilt. Eine sog. Einheitszelle wird dabei in alle drei Raumrichtungen perio-
disch fortgesetzt und bildet so das gesamte Gitter. Allerdings müssen nicht alle Plätze eines 
Gitters besetzt sein. Wir wollen hier nur die vier wichtigsten Gitterformen ansprechen. 

sc: Das einfachste Gitter, das wir später als anschauliches Modell benutzen wollen, ist das 
einfach kubische Gitter (single cubic, sc). Denkt man sich einen Würfel, so sind alle Ecken 
des Würfels mit Atomen besetzt. Da jeder Würfel 8 Ecken hat, ein Atom aber auch gleichzei-
tig Verbindung zu 8 Würfeln hat, kommt im Mittel gerade 1 Atom auf einen Würfel. Ist der 
Abstand zwischen den Atomen a, so ist das mittlere Volumen pro Atom also a3. 

 
bcc: Wenn man in den Würfel des einfach kubischen Gitters noch ein zentrales Atom ein-

fügt, erhält man das sog. kubisch raumzentriete Gitter (body centered cubic, bcc). Da hier 
zwei Atome pro Einheitszelle vorhanden sind, ist das Volumen pro Atom gerade 3 / 2a . 

 
Abb. 2.1  bcc: Eine kubisch-raumzentrierte Kristallstruktur haben unter anderem: α-Eisen, Chrom, Molybdän, 
Niob, Rubidium, Tantal, Vanadium und Wolfram 

Sehr viele Kristalle bilden sog. dichteste Packungen. Stellt man sich die Atome als starre 
Kugeln vor, so entspricht dieses Kristallgitter der Anordnung von Atomen, als wären diese 
Kugeln regelmäßig möglichst dicht gepackt. Dabei gibt es zwei Möglichkeiten der Packung, 
die die Materialeigenschaften stark beeinflussen. 
Stellen wir uns eine Schicht mit Kugeln vor, dicht gepackt (A). Dies ergibt ein hexagonales 
Gitter. Darauf packen wir eine weitere Schicht (Abb. 2.2), die ebenfalls ein hexagonales Git-
ter bildet (B). Für die nächste Schicht gibt es nun zwei Möglichkeiten: Die unterste Schicht ist 
gestrichelt dargestellt, die zweite mit durchgezogenen Linien): 
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A

B

 
Abb. 2.2  Zwei Schichten von dicht gepackten Kugeln; jede Schicht ist ein hexagonales Gitter. 

fcc: Die dritte Schicht (C) wird so gelegt, dass eine Kugel sowohl über einer Lücke in der 
ersten wie auch der zweiten Schicht liegt. Die vierte Schicht wird dann wieder wie die erste 
(A) gelegt und so weiter (ABCABC…). Diese Anordnung hat ein Inversionszentrum, d.h. 
wenn wir eine Kugel aus der zweiten Schicht mit einer der ersten Schicht verbinden und die 
Verbindungslinie umkehren (Punktspiegelung), erreichen wir eine Kugel aus der dritten 
Schicht. (Wer das nicht sieht: Murmeln besorgen und ausprobieren, Marzipankugeln o.ä. ge-
hen auch.) Wenn wir diese Anordnung auf ein Gitter, das aus Würfeln zusammengesetzt ist, 
abbilden, erhalten wir das sog. kubisch flächenzentrierte Gitter (face centered cubic, fcc). 
Wenn man auf diesen Würfel von seiner Diagonalen her sieht, so erkennt man die hexagona-
len Lagen der Kugeln. Meist werden die Kugeln jedoch kleiner dargestellt, sodass sie sich 
nicht berühren, damit man vom Gitter noch etwas erkennt. Die drei hellroten Kugeln in der 
Abb. 2.3 liegen in einer, die drei dunkelroten Kugeln in einer zweiten hexagonalen Schicht. 

Plastische Deformation heißt nun, dass atomare Ebenen aufeinander abgleiten (s.u.). An-
schaulich ist klar, dass dies gerade die Ebenen sein werden, in denen die Atome in hexagona-
ler Anordnung geschichtet sind. Dies sind in der Würfeldarstellung gerade die Ebenen, die 
senkrecht auf den Diagonalen  des Würfels stehen (man spricht von der 111-Ebene), und da es 
aus Symmetriegründen vier davon gibt, sind es vier Gleitebenen im fcc-Kristall. In jeder Ebe-
ne können die Atome in drei Richtungen verschoben werden (ein hexagonales Gitter hat sechs 
Richtungen, je zwei unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen), daher gibt es 12 verschie-
dene, aber äquivalente Gleitmöglichkeiten. 

 
Abb. 2.3 fcc: Eine kubisch-flächenzentrierte Kristallstruktur haben bei Metallen z.B. Aluminium, Blei, γ-Eisen, 
Gold, Kupfer, Nickel, Platin, Silber. 

hcp: Wenn die dritte Schicht Kugeln so gelegt wird, dass Kugeln über denen in der ersten 
Schicht liegen (ABAB…), ist das die zweite Möglichkeit der dichtesten Kugelpackung. Die-
ses Gitter hat kein Inversionszentrum. In diesem System gibt es nur eine Ebene, in der einfa-
ches Gleiten möglich ist (gegenüber den vier im fcc-System) mit wieder drei Richtungen, also 
hat dieses System nur drei Gleitmöglichkeiten. Diese Anordnung heißt hexagonal dichteste 
Packung (hexagonal closest packing, hcp). 
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Abb. 2.4  hcp: Folgende Metalle kristallisieren in hexagonaler Kristallstruktur: Beryllium, Magnesium, Titan, 
Zirconium, Hafnium, Osmium, Yttrium, Zink, Cadmium, Thallium und diverse Lanthanoide. 

2.2 Zugproben plastisch deformierbarer Materialien 

Wenn an eine homogene zylindrische einkristalline Probe eine Zugspannung angelegt wird, 
so deformiert sich der Körper weder homogen, noch isotrop. Teile des Kristalls beginnen, sich 
gegenüber den anderen entlang den Gleitebenen zu verschieben, während Bereiche zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Gleitebenen unverändert bleiben. Die Gleitverschiebung kann et-
wa 0,1 - 1 µm erreichen, der Abstand zwischen zwei Gleitebenen beträgt einige µm. Der gan-
ze Gleitvorgang dauert größenordnungsmäßig 0,01 s oder weniger. Untersuchungen an vielen 
kristallinen Materialien haben gezeigt, dass die Gleitebenen immer diejenigen Flächen im 
Kristall sind, die die dichteste Packung aufweisen (s.o.).  

 
Abb. 2.5  Abgleiten währen eines Zugversuches; Für das Abgleiten ist die in der Gleitebene wirksame 
Schubspannung entscheiden. 

2.3 Theoretische Festigkeitsgrenze 

Versuchen wir nun abzuschätzen, wie groß die Festigkeit von Kristallen ist. Das Gleiten fin-
det erst dann statt, wenn die Spannung einen kritischen Wert überschreitet, der zwischen  10-5 
G und 10-3 G liegt. 
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2.3.1 Mechanische Abschätzung 

Betrachten wir zwei benachbarte Atomlagen im Kristall, Abb. 2.6. Um sie relativ zu einander 
zu bewegen, muss eine tangentiale Spannung τ angebracht werden. 

a

b  
Abb. 2.6  Ein einfaches Modell zur mechanischen Abschätzung der theoretischen Festigkeit. 

Diese Spannung muss periodisch mit der Periodenlänge b sein. Nehmen wir der Einfachheit 
halber eine harmonische Form an, so muss τ lauten: 

 
2

( ) sin
x

x K
b

πτ = . (2.1) 

Makroskopisch ist die Spannung (lineare Elastizitätstheorie für kleine Deformationen) be-
kanntlich: 

 
x

G G
a

τ γ= = . (2.2) 

Bei kleinen Verschiebungen x gilt andererseits für unsere angenommene periodische Span-
nung: 

 
2

2
x a x

K K
b b a

πτ π=≃ . (2.3) 

Aus dem Vergleich beider Ansätze folgt: / 2K Gb aπ= . Die maximale Spannung, die der 

Kristall aushalten kann (wenn der Sinus zu 1 wird), ist also max 2

b
K G

a
τ

π
= = . Für das hexa-

gonale Gitter (wie oben gezeigt) ist / 2 / 3 1,15b a = ≈ , somit ergibt sich für die theoretische 
Festigkeit: 

 max

1
0,18

3
K G Gτ

π
= = ≈ . (2.4)  

Im dreidimensionalen Fall ergibt sich ein etwas anderes Ergebnis, aber schon diese einfache 
Abschätzung zeigt, dass die theoretische Festigkeitsgrenze mehrere Größenordnungen über 
der gemessenen Festigkeit realer Kristalle liegt. 

2.3.2 Thermodynamische Abschätzung 

Große lokale Spannungen können nicht nur zum Gleiten, sondern auch zum spannungsbe-
dingten "Schmelzen" führen.  

t

t

 
Abb. 2.7  Ein einfaches Modell zur thermodynamischen Abschätzung der theoretischen Festigkeit. 
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Damit dieser Prozess spontan stattfinden kann, muss die Energieverminderung durch das Ver-
schwinden elastischer Energie gleich der Energievergrößerung durch Schmelzen sein: 

 
2

2
q

G

τρ = , (2.5) 

wobei q  die spezifische Schmelzwärme, τ  die Tangentialspannung, ρ die Dichte und G  der 
Schubmodul ist. Für die kritische Schubspannung ergibt sich: 

 max 2Gqτ ρ=  (2.6) 

Mit den Werten 52,7 10 /q J kg= ⋅ , 37,8 10ρ = ⋅ 3/kg m , 980 10G Pa= ⋅   ergibt sich für Eisen 

 11
max 2 0,18 10 0.23Gq Pa Gτ ρ= = ⋅ ≈  (2.7) 

Auch mit dieser Abschätzungsmethode kommen wir auf ca. 1/5 des Schubmoduls als theore-
tische Festigkeitsgrenze. Reale Fließgrenzen aller Werkstoffe betragen meist nur einen Bruch-
teil der theoretischen Festigkeitsgrenze. Die Ursache hierfür liegt in der (falschen) Annahme, 
dass sich in der mechanischen Abschätzung alle Atome einer Ebene gleichzeitig verschieben. 
Dies ist aber nicht der Fall. Es bilden sich Defekte aus lokalen Verschiebungen. (Verglichen 
z.B. mit einem Teppich, den man als Ganzes nicht über eine Ebene ziehen kann, wohl aber 
dadurch, dass man eine „lokale“ Falte bildet und diese dann fortbewegt.) Diese Defekte, die 
die Träger der plastischen Deformation sind, nennt man Versetzungen 
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l l

F
F

T>Tc

T<Tc

c

a) b)
 

Abb. 7.12  Freie Energie in Abhängigkeit von der Temperatur 

Bei einer anderen Temperatur kann nun aber die freie Energie anders aussehen, z.B. so, wie in 
Abb. 7.12b gezeigt: Das Minimum liegt nun bei cλ = ± , wobei meist das positive Vorzeichen 
gewählt wird, weil nur der Betrag von λ  eine Rolle spielt. Die Veränderung von Abb. 7.12a 
nach Abb. 7.12b geschieht durch Temperaturänderung. 

Aus diesen Überlegungen kann man nun die Form der freien Energie angeben: 

 2 4
0 0( )F F b T T aλ λ= + − +  (7.10) 

Wie man leicht zeigt, ist für positive Parameter a und b bei Temperaturen oberhalb der Über-
gangstemperatur T0 das Minimum bei 0λ = , während für Temperaturen darunter 

2 0( )

2

b T T

a
λ −= −  gilt. Der Ordnungsparameter wächst also mit 0T Tλ −∼ , was man (z.B. 

bei Supraleitern 2. Art) auch beobachtet. 
Für Formgedächtnislegierungen wird diese Theorie nun leicht angepasst. 

7.6.2 Anteil der Martensitphase als Zustandsgröße 

Die Erfahrung zeigt, dass man Formgedächtnislegierungen durch phänomenologische Model-
le beschreiben kann, bei denen als „innere Variable“ der Anteil der Martensitphase ξ  benutzt 

wird ( )0 1ξ≤ ≤ . Da es mehrere Martensitvarianten gibt, die sich nur durch ihre Orientierung 

unterscheiden, wäre der nächste Schritt, die Anteile der Martensit-Kristalle verschiedener 
Orientierung 1ξ , 2ξ usw. als Zustandsgrößen zu benutzen. Die mit dem Phasenübergang zu-

sammenhängende Deformation ist proportional zur Konzentration der entsprechenden 
Martensit-Variante; man kann daher statt dessen auch unmittelbar die der aktuellen 
Martensitkonzentration 1ξ  entsprechende Deformation 0i iε ξ ε=  benutzen, wobei 0ε  die ma-

ximal erreichbare Phasendeformation (für 1iξ = ) ist. Die Zahl der Martensit-Varianten hängt 

vom Werkstoff ab und liegt in realen Formgedächtnislegierungen zwischen 3 und 12. Wir 
werden diese Zahl als 2 annehmen (wie oben beschrieben). Dies ist die minimale Zahl der Va-
rianten, bei der die für Formgedächtnislegierungen charakteristischen Effekte vorhanden sind. 
Dies entspricht zwar keiner realen Formgedächtnislegierung; das „minimalistische“ Modell 
zeigt trotzdem alle charakteristischen Effekte und ist zum allgemeinen Verständnis dieser Ma-
terialien geeignet. Die beiden Varianten 1ε  und 2ε  entsprechen Deformationen in entgegen-

gesetzter Richtung, sodass 1 0ε ≥ , 2 0ε ≤ . Man beachte, dass die Phasen-Deformation eines 

Austenit-Einkristalls in eine der beiden Martensitvarianten immer 0ε  ist (mit jeweils unter-

schiedlichem Vorzeichen). Die Gesamtdeformation eines makroskopischen Materials kann 
kontinuierliche Werte zwischen -0ε  und + 0ε  annehmen. Teilt man diese Gesamtdeformation 
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nach Beiträgen der Phasen 1 und 2 auf, so sind diese Beiträge 1 0ε ≥ , 2 0ε ≤  . Ihre Beträge 

können alle Werte zwischen 0 und 0ε  annehmen. 

7.6.3 Das Modell für Formgedächtnislegierungen 

Für Formgedächtnislegierungen gibt es einige Unterschiede zu der Landau-Theorie: 
1) Es gibt zwei Martensitphasen. Also müssen zwei miteinander verknüpfte 

Phasenübergänge modelliert werden statt nur einem. 
2) Als Ordnungsparameter können die Anteile 1ξ  und 2ξ der beiden Martensitphasen 

genommen werden. Als bessere Alternative bieten sich aber die Deformationen 1ε  und 

2ε der beiden Phasen unseres Modells an. Dabei gilt es aber zu beachten, dass die gesamte 

Deformation beschränkt ist: Selbst bei kompletter Austenit→Martensit-Umwandlung in 
nur eine der Martensitphasen kann die maximale Deformation einen Wert von 0ε (+ oder -

) nicht überschreiten. Die Martensitanteile 1ξ  und 2ξ liegen also jeweils zwischen 0 und 1. 

3) Nach der Landau-Theorie gilt für den (positiven) Ordnungsparameter wie gesehen 

0T Tλ −∼ , im Falle der Formgedächtnislegierungen sind die Tξ − −  bzw. 

Tε − − Diagramme hingegen linear. Das heißt, dass wir in der Landau-Theorie statt 2λ  
nun 1ε  und 2ε schreiben müssen. 

4) Die Phasenumwandlung ist ein dynamischer Prozess, der wie gesehen mit 
Reibungskräften zwischen den Phasengrenzen verbunden ist. Daher müssen diese 
dissipativen Kräfte (die einfach als Coulombsche Reibung modelliert werden) mit 
eingebaut werden. 

5) Es müssen alle relevanten Energieformen in der freien Energie mit berücksichtigt werden. 
Dies ist hier auch die elastische Energie, die bekanntlich von der elastischen Deformation 
abhängt. Die Deformationen  1ε  und 2ε  sind aber keine elastischen Deformationen, daher 

müssen diese von der gesamten Deformation abgezogen werden, um die elastische 
Deformation zu erhalten. 
 

Damit können wir nun die freie Energie für Formgedächtnislegierungen in Analogie zur 
Landau-Theorie aufbauen: 

 
( ) ( )( ) ( )

2

1 2 2 21
0 1 2 1 222

F E b T T
ε ε ε

ε ε γ ε ε
− −

= + − + + +  (7.11) 

Der erste Term ist die elastische Energiedichte, dann folgen je zwei Terme, die linear und 
quadratisch in den beiden Ordnungsparametern sind. Man beachte, dass hier statt 2

iλ ε→ ge-

wählt wurde, daher sind die Beträge zu schreiben, um die Positivität zu gewährleisten. 
Der letzte Term enthält quadratische Ausdrücke in den Phasendeformationen iε . Diese kann 

man als Energie interpretieren, und zwar als die Arbeit, die nötig ist, um gegen die Eigen-
spannungen bei der Transformation zu deformieren. 
Die elastischen Spannungen berechnen sich zu: 

 ( )1 2Eσ ε ε ε= − −  (7.12) 
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7.7 Thermodynamische Eigenschaften 

Betrachten wir zunächst den spannungsfreien Fall (0σ = ). Für 0T T>  hat die freie Energie 

ein Minimum bei 1 2 0ε ε= = , denn es gilt z.B. für 1ε : 

 
1 1

2

2
1 10 0

0 und 0
F F

ε εε ε
= =

∂ ∂= >
∂ ∂

 (7.13) 

Für 0T T<  wird ein Minimum angenommen bei: 

 ( )1 2 0

b
T Tε ε

γ
= − = −  (7.14) 

Allerdings müssen wir hier noch die Beschränkung der maximal möglichen Phasen-
Deformation beachten. Bei der Endtemperatur der direkten martensitischen Transformation 
Mf gilt, wenn beide Phasen gleichzeitig wachsen: 

 ( )0
1 2 2 s f

b
M M

εε ε
γ

= − = = −  (7.15) 

Der Temperaturunterschied vom Beginn der Transformation bis zum Ende ist gerade (Ms - 
Mf). 
Die maximale erreichbare Phasentransformation ist somit  

 

 ( )0

2
s f

b
M Mε

γ
= − . (7.16) 

Beschränkung des Martensitanteils. Nach dem Erreichen der maximalen Konzentration 
kann die Martensitkonzentration nicht weiter wachsen, da 1 2 0ε ε ε+ ≤ . Diese Forderung 

kann im Modell formal durch Einführung einer zusätzlichen Energie 1 2

0
GrenzF f

ε ε
ε

 + 
=  

 
 

erfüllt werden, wobei ( )f x  eine "Wandfunktion" ist. Diese Funktion wird nur für die numeri-
schen Berechnungen benutzt. 

x

f

1  
Abb. 7.13  Grenzenergie 

7.7.1 Innere Reibung 

Die Entwicklung der Phasenstruktur geschieht durch Bewegung von Phasengrenzen, bei de-
ren Bewegung aber Kräfte auf sie einwirken, die den Charakter einer „trockenen“ 
(Coulombschen) Reibung haben. Für solche Kräfte ist die Leistung der Energiedissipation D 

proportional zum Betrag der Deformationsgeschwindigkeit: ( )0 1 2D σ ε ε= +ɺ ɺ . 0σ  ist hier die 

innere „trockene“ Reibungsspannung.  
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7.7.2 Bewegungsgleichungen 

Die Gleichgewichtsgleichungen für das System lauten: 0
i i

F D

ε ε
∂ ∂+ =
∂ ∂ ɺ

. Die Form der Funktion 

i

D

ε
∂
∂ ɺ

 ist in Abb. 7.14 links skizziert.  

s
0

e

.

-s
0

-1 -0,5 0 0,5 1
x
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1
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z

 
Abb. 7.14   Funktionensverläufe  

Die Auflösung dieser Gleichung nach iεɺ  ergibt 0sgni
ii

F F
fε σ

εε
   ∂ ∂= −    ∂∂   

ɺ , 

wobei f  die oben eingeführte "Wandfunktion" ist.  
Bei numerischer Realisation kann man ( )f z  z.B. als eine große Potenz von z wählen: 

100( )f z const z= ⋅  (Abb. 7.14 rechts). 
Da es zwei Phasen gibt, erhalten wir auch zwei Bewegungsgleichungen: 

 0 1 1 0 1

0 2 2 0 2

( )sgn sgn 0

( )sgn sgn 0

b T T

b T T

σ ε γε σ ε
σ ε γε σ ε

− + − + + =
− + − + + =

ɺ

ɺ
 (7.17) 

Dabei wurde die von außen angelegte Spannung bereits eingesetzt. 

7.8 Analytische Untersuchungen des Modells 

Die Parameter b , 0T  und γ  des phänomenologischen Modells können durch die vier charak-

teristische Temperaturen, die minimale Phasendeformation 0ε  sowie die innere Reibungs-

spannung 0σ  ausgedrückt werden. Wir nehmen an, dass immer 1 0ε ≥ und 2 0ε ≤ gilt. Damit 

können wir die Beträge teilweise auflösen. Man beachte aber, dass für die Deformationsge-
schwindigkeiten beide Vorzeichen auftreten können, da sowohl Wachsen als auch Schrump-
fen möglich sind. 

Die Bewegungsgleichungen lauten: 

 
0 1 0 1

0 2 0 2

( ) sgn 0

( ) sgn 0

b T T

b T T

σ γε σ ε
σ γ ε σ ε

− + − + + =
− − − − + =

ɺ

ɺ
 (7.18) 

Als 0T  kann der Mittelwert zwischen fA  und sM  gewählt werden: 

 0 2
f sA M

T
+

=  (7.19) 

Bei einer Temperaturerhöhung aus dem martensitischen Zustand mit 1 2 0 / 2ε ε ε= =  (d.h. 

beide Martensitphasen kommen gleich häufig vor und beanspruchen jeweils genau die Hälfte) 
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wird dieser Zustand solange stabil bleiben wie die verallgemeinerten thermodynamischen 
Kräfte 1/U ε∂ ∂  und 2/U ε∂ ∂  betragsmäßig die Reibspannung nicht übersteigen, d.h. solange 

 ( )0 1 0 0 0 0( ) ( ) ( ) s fb T T b T T b T T b M Mγε γε σ− + = − + = − + − < . (7.20) 

Daraus folgt: ( )0 0s s fb A T M M σ− + − =  oder ( ) 02 2
2 s f s f

b
A A M M σ− + − = . 

Unter Berücksichtigung der Eigenschaft, dass 

 f s s fA M A M− = −  (7.21) 

(was wir für dieses Modell immer als Vereinfachung annehmen), ergibt sich: 

 ( )
02

s f

b
A M

σ=
−

 (7.22) 

Beim Abkühlen aus dem austenitischen Zustand mit 1 2 0ε ε= =  wird dieser Zustand so-

lange stabil bleiben, bis die verallgemeinerten thermodynamischen Kräfte 1/U ε∂ ∂  und 

2/U ε∂ ∂  die Reibspannung nicht übersteigen, d.h. solange 0 1 0 0( )sign ( )b T T b T Tε σ− = − < .  

Daraus folgt ( ) 02 f s

b
A M σ− = . Es ergibt sich dieselbe Gleichung für b  wie oben, vorausge-

setzt dass 

f s s fA M A M− = −  gilt. Aus ( )0

2
s f

b
M Mε

γ
= − und ( )

02

s f

b
A M

σ=
−

folgt für γ : 

 
( )
( )

0

0

4 s f

s f

M M

A M

σ
γ

ε
−

=
−

 (7.23) 

Aus den Gleichgewichtsgleichungen  0 1 0 1( ) sgn 0b T Tσ γε σ ε− + − + + =ɺ  folgt, dass das 

Anlegen einer Spannung σ  zur Temperaturverschiebung  T
b

σ∆ =  des Phasengleichgewich-

tes führt. Ein Vergleich mit der Clausius-Clapeyron-Gleichung 0
0

0

T
T

q
ε σ∆ =  liefert die Rela-

tion: 

 0

0 0

q
b

T ε
=  (7.24) 

7.9 Typische thermomechanische Belastungsfälle 

7.9.1 Maximale Phasendeformation 

Berechnen wir die maximale Phasendeformation in Abhängigkeit von der Spannung. Die 
Gleichgewichtsgleichungen (7.18) für die beiden Martensitvarianten während der direkten 
Transformation 1 0ε >ɺ , 2 0ε <ɺ  sind nun: 
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 0 1 0

0 2 0

( ) 0

( ) 0.

b T T

b T T

σ γε σ
σ γε σ

− + − + + =
− − − + − =

 (7.25) 

Die Addition beider Gleichungen ergibt 

 
( )
( )1 2 1 2 0

0

2

2

s f

s f

A M

M M

σ σε ε ε ε ε
γ σ

−
+ = − = =

−
. (7.26) 

7.9.2 Beginn der Phasentransformation 

Gegeben sei ein Material im austenitischen Zustand. Bei welcher Spannung beginnt die Pha-
sentransformation (und somit Phasendeformation)? 

Lösung. Nehmen wir an, dass die angelegte Spannung positiv ist, dann wird auch die De-
formation positiv sein: es wird sich bevorzugt die Martensitvariante mit 1 0ε >  bilden, dabei 

ist 1 0ε >ɺ . Die Gleichgewichtsgleichung  0 1 0 1( ) sgn 0b T Tσ γε σ ε− + − + + =ɺ nimmt im 

austenitischen Zustand 1 0ε = +  die Form 0 0( ) 0b T Tσ σ− + − + =  an. Daraus folgt: 

0 0( )b T Tσ σ= − + . 

Unter Berücksichtigung der Relationen ( ) ( )
0 02 2

s f f s

b
A M A M

σ σ= =
− −

 und  0 2
f sA M

T
+

=  er-

halten wir den Beginn der Phasentransformation bei der Spannung: 

 02 s

f s

T M

A M
σ σ −=

−
 (7.27) 

7.9.3 Minimale Spannung, für die die maximale Deformation erreicht wird 

Bei welcher minimalen Spannung wird die maximale mögliche Deformation bei direkter 
Transformation erreicht? Bei welcher Temperatur wird diese Deformation erreicht? 

Lösung: Die maximale Deformation bei Abkühlung aus dem austenitischen Zustand ist 
durch 

( )
( )1 2 0 0

0 2

s f

s f

A M

M M

σε ε ε ε
σ

−
+ = =

−
 gegeben. Daraus folgt: 

 02 s f

s f

M M

A M
σ σ

−
=

−
 (7.28) 

Die Gleichgewichtsgleichung 0 1 0 1( ) sgn 0b T Tσ γε σ ε− + − + + =ɺ  nimmt daher die Form 

 0 0 0 02 ( ) 0s f

s f

M M
b T T

A M
σ γε σ

−
− + − + + =

−
 (7.29) 
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an. Mit den Ausdrücken für b, T0 und 
( )
( )

0

0

4 s f

s f

M M

A M

σ
γ

ε
−

=
−

 sowie mit Gl.(7.21) berechnet sich 

die Temperatur zu: 

 

1 1
0 2 22 2 0

.

s f s f s f

f

M M T T M M A M

T M

− + + − + − + − =

⇒ =
 (7.30) 

7.9.4 Reaktive Spannungen 

Wird nun die Probe im Zustand mit maximaler Deformation gespannt und erwärmt bis zur 
Temperatur T, wie weit geht dann die Transformation Martensit-Austenit? Bei welcher Tem-
peratur endet die Transformation? 

Lösung: In diesem Fall gilt 0ε ε= , 1 0ε <ɺ . 

Die Gleichgewichtsgleichung 1 0 1 0 1( ) ( ) sgn 0E b T Tε ε γε σ ε− − + − + + =ɺ  nimmt nun die 

Form 0 1 0 1 0( ) ( ) 0E b T Tε ε γε σ− − + − + − =  an. Daraus folgt für die martensitische Deformati-

on 1ε : 

 

00
0 0 0 00 0 0

1

2 2
1 22

.

f

f s f sf s

A TT TT T E EE
A M A MA M

E E E

ε σ ε σε σ σ
ε

γ γ γ

   −−− + − ++ −       − −−    = = =
+ + +

 (7.31) 

Für fT A=  ergibt sich nun beispielsweise: 0
1

E

E

εε
γ

=
+

, die Spannung ist dabei gleich: 

 
( )

( )
00

0

4 s f

s f

M ME

E A M

σγ εσ γε
γ

−
= ≈ =

+ −
. (7.32)  

Für 0 90MPaσ = , 9fM C= − ° , 3sM C= ° , 17sA C= ° , 30fA C= ° , 0ε =0.06,  erhalten wir 

01,8σ σ≈ . Der vollständige Übergang endet bei 1 0ε = , daher bei einer Temperatur: 

 ( )0

02f f s

E
T A A M

ε
σ

= + − . (7.33) 

Für die oben genannten Parameter erhalten wir 

 
60 6 27

30 570
2 9

T C C C
⋅ ⋅= ° + ° = °

⋅
. (7.34) 

Frage: Wie erzeugt man bei einer Formgedächtnislegierung die Hochtemperaturform? 

Lösung: Die Formgedächtnislegierung wird in den gewünschten Zustand gebracht und (gut) 
fixiert. Die reaktiven Spannungen müssen so groß sein, dass sie die Fließgrenze erreichen. 
Wir haben gesehen, dass dies für eine maximale Deformation bei fester Einspannung auf je-
den Fall bei T=570°C erreicht wird, denn die theoretische Spannung wäre hier für unser Bei-
spiel 

 0 5,4E GPaσ ε= ≈ , (7.35) 
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was die Fließgrenze bei weitem übersteigt. 

7.9.5 Berechnung eines Aktuators 

Der größte Teil der auf Formgedächtnislegierungen basierenden Aktuatoren besteht aus zwei 
Elementen: ein Element (Stab, Platte, Feder) aus der Formgedächtnislegierung und ein elasti-
sches Element (bzw. eine konstante Gewichtskraft, Abb. 7.15). 

s
FGL FGL FGL FGL

 
Abb. 7.15  Aktuatoren mit Formgedächtnislegierungen 

Aufgabe: Ein Faden aus Nitinol soll eine Kugel mit der Masse m um h∆  hochheben, wenn 
die Umgebungstemperatur einen kritischen Wert überschreitet. Bei Kühlung soll die Kugel 
wieder in ihre ursprüngliche Position zurück gehen. Welche Parameter (Länge, Durchmesser) 
muss der Faden haben, damit das so funktioniert? 

Lösung: Bei einer Temperatur von cT T>  wird die Kugel um maximal h∆  angehoben, bei der 

Abkühlung unter cT  geht 0h∆ → .  

Die erforderliche Länge berechnet sich aus der bekannten Dehnung während der Transforma-
tion ( 0 0,06ε = ):  

0
0

      16,7
h h

l h
l

ε
ε

∆ ∆= ⇒ = ≈ ∆  

Den erforderlichen Durchmesser, bzw. die Querschnittsfläche berechnen wir über die Span-
nungen 

F mg

A A
σ = =  

und 

02 s f

s f

M M

A M
σ σ

−
=

−
. 

Mit den oben gegebenen Werten ergibt der Vergleich der beiden Spannungen die Fläche des 
Fadens: 

83MPa

mg
A =  

Für eine Masse 10kgm=  ergibt sich z.B. die Querschntttsfläche 6 21,2 10 mA −= ⋅ , bzw. der 
Durchmesser des Fadens 1,2mmd ≈ . 
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7.10 Numerische Untersuchung des Modells 

Zum Schluss untersuchen wir ein Modell mit Parametern, die dem folgenden Diagramm ent-
nommen werden können. 

 
Abb. 7.16  Modellverhalten 

Beim thermischen Zyklieren sieht man den direkten Übergang Austenit-Martensit und den 
umgekehrten Übergang Martensit-Austenit, wobei die gesamte Deformation (rot) gleich Null 
bleibt. Die beiden Martensitphasen (gestrichelt grün, unten und blau, oben) wachsen ohne an-
gelegte Spannung zu gleichen Anteilen. 

7.10.1 Pseudoelastizität ( )58T C= °  

Wird die Spannung bei einer Temperatur größer als fA  angelegt, so geht die gesamte Defor-

mation nach der Abnahme der Spannung vollständig zurück (Pseudoelastizität). 

 
Abb. 7.17  Pseudoelastizität, ( )58T C= °  
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7.10.2 Pseudoplastizität 

             
Abb. 7.18  Pseudoplastizität ( 20T C= ° , links und 13T C= − ° , rechts) 

7.10.3 Deformation aus der martensitischen Phase 

 
Abb. 7.19  (1) -20°C, (2) -10°C ; (3) 0°C, (4) 10°C, (5) 20°C, (6) 30°C, (7) 40°C, (8) 50°C 

7.10.4 Transformationsplastizität 

Dieser Effekt erzeugt eine beträchtliche Deformation, wenn an die Probe eine kleine Span-
nung angelegt wird und sie dann über das Intervall der direkten Transformation gekühlt wird. 

 
Abb. 7.20  Pseudoplastisches Verhalten bei direkter Transformation 
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Berechnen wir die maximale Phasendeformation in Abhängigkeit von der Spannung. Die 
Gleichungen für die beiden Martensitvarianten während der direkten Transformation 1 0ε >ɺ , 

2 0ε <ɺ  sind: 

 0 1 0

0 2 0

( ) 0

( ) 0

b T T

b T T

σ γε σ
σ γε σ

− + − + + =
− − − + − =

 (7.36) 

Die Addition beider Gleichungen ergibt 

 
( )
( )1 2 0

0

2

2

s f

s f

A M

M M

σ σε ε ε
γ σ

−
+ = =

−
 (7.37) 

Einen ähnlichen Effekt gibt es auch bei der Rücktransformation aus dem martensitischen in 
den austenitischen Zustand. Im Unterschied zur direkten Transformation nimmt die Deforma-
tion unter Spannung zunächst zu (eine Martensitphase schrumpft zuerst und geht in Austenit 
über, die andere Martensitphase schrumpft verzögert, sodass eine Nettodeformation übrig 
bleibt), und nimmt anschließend wieder ab: Bei hoher Temperatur muss die Phasen-
deformation natürlich verschwinden. 

 
Abb. 7.21  Pseudoplastisches Verhalten bei der Rücktransformationvon martensitisch nach austenitisch 

7.10.5 Reaktive Spannungen 

Wird die Probe bei der direkten Transformation mit einer kleinen Spannung belastet (im fol-
genden Beispiel 2MPa) so entsteht eine kleine Phasendeformation. Wird nun diese konstant 
gehalten (eine weitere Deformation verhindert) und die Probe erwärmt, so entstehen im Me-
dium große Spannungen, die die zur Erzeugung der Deformation benötigte Spannung um ein 
Vielfaches übersteigen. 

Reaktive Spannungen können mithilfe der Gleichung (7.37) abgeschätzt werden, ange-
nommen, dass bei hoher Temperatur die gesamte Phasendeformation verschwindet: 

( )
( )0

0 2

s f

reakt

s f

A M
E

M M

σσ ε
σ

−
≈

−
. 

σ  ist die Spannung, die zur Anfangsdeformation führt (im Modell 2 MPa). reaktσ  ist die - 

nach Temperaturerhöhung bis zur kompletten Austenitumwandlung resultierende - reaktive 
Spannung. Sie kann jedoch nicht größer als die Phasenfließgrenze bei Betriebstemperatur 
werden. 
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Abb. 7.22  reaktive Spannung 

7.10.6 Anomaler Rückgang der Deformation 

Wird während der direkten Transformation eine Spannung angelegt und dann wieder wegge-
nommen, so entwickelt sich zunächst die Phasendeformation; nach der Abnahme der Span-
nung geht sie jedoch zurück (falls das Temperaturintervall bis zum Ende der Transformation 
nicht zu kurz ist). Dieser Effekt ist als anomaler Rückgang der Phasendeformation bekannt. 
Die durch die Spannung unterdrückte Martensitphase wächst offenbar bevorzugt (schneller 
als die von der Spannung geförderte Phase), bis beide Martensitphasen wieder gleichverteilt 
sind (keine bleibende Gesamtdeformation (siehe Abb. 7.23), oder bis das gesamte Material in 
Martensit umgewandelt ist. Dann kann es eine bleibende Restdeformation geben.  

 
Abb. 7.23  anomaler Deformationsrückgang 

7.10.7 Zwei-Wege-Effekt 

Wird eine Probe bei der direkten Transformation durch eine kleine Spannung deformiert und 
dann - festgehalten in dieser Form - über das Temperaturintervall der Transformation mehr-
mals erwärmt und gekühlt ("trainiert"), so kann sie sich an beide Formen "erinnern" - sowohl 
an die Hochtemperaturform (normaler Formgedächtnis-Effekt) als auch an die Tieftempera-
turform (Ergebnis des "Trainings"). Die Ursache für diesen Effekt liegt im thermozyklischen 
Kriechen ("normale Plastizität"), welches beim mehrmaligen Zyklieren zur Speicherung von 
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"echter" plastischer Deformation führt. Diese kann man im Modell berücksichtigen, indem 
man im Term für die innere elastische Spannungen eine plastische Deformation einführt: 

 ( ) ( )( )2 2
1

1 22 p pγ ε ε ε ε+ + +  (7.38) 

Noch einfacher lässt sich der Two Way Effect erreichen, indem man ein Komposit aus ei-
ner elastischen Struktur (mit der für die tiefe Temperatur gewünschter Form) und einer Form-
gedächtnislegierung macht. Bei Erwärmung des Komposits wird er die Hochtemperaturform 
annehmen und dabei die elastische Phase spannen. Wird nun die Probe gekühlt, so befindet 
sich die Legierung im Spannungsfeld, welches durch die elastische Phase erzeugt ist. Diese 
Spannung verursacht Transformationsplastizität. 

 
Abb. 7.24  Der Phasenübergang führt nach Aufbringen innerer Spannungen über die oben eingeführten 
plastischen Deformationen zu einer Verformung der Martensitphase auch ohne angelegte Spannungen 

 
Literatur: Popov V.L. Phenomenological model of shape memory alloys with two compo-

nent order parameter. - Tech.  Phys. 41 (11), pp. 1109-1116, 1996.  

7. 11 Anwendungen von Formgedächtnislegierungen 

Formgedächtnislegierungen (z.B. Nitinol) werden u.a. in folgenden Bereichen angewandt: 

7.11.1 Medizintechnik 

Es werden folgende Eigenschaften benutzt: Formgedächtnis, Pseudoelastizität, das extrem ge-
ringe Korrosionspotential und die damit verbundene Biokompatibilität. 

 
• kieferorthopädische Produkte: Draht für fest sitzende Zahnspangen 
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• Stents: Medizinischer Stent aus NiTi vor und nach dem Ausdehnen. 

 

 
• Filter: Venenfilter zur Verhinderung des Abschwemmens von Blutgerinnseln 

 

 
• Unfallchirurgie: Ausrichten von Brüchen 

      

 
• Kardiologie 

 
• Skoliose-Behandlungen 

7.11.2 Verbindungselemente 

Rohrverbinder im Flugzeugbau (Hydraulikleitungen), hochbelastbare Verbindungen von 
Pipelines, Schrumpfringe zum Dichten, Sicherungsmuttern 
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• Brillenrahmen (TITANflex): Die Brillenrahmen gehen selbst bei extremer Verformung immer 

wieder in ihre ursprüngliche Form zurück. 

 

7.11.3 Sicherheitstechnik 

• Sicherheitselemente bei Toastern 

 
• Verbrühschutz im Brausekopf, Überhitzungsschutz in Durchlauferhitzern, Reiskochern u.a. 

      
• Wassermischventil 

        
Eine Feder aus Formgedächtnislegierung öffnet das Sicherheitsventil bei bestimmter Tempe-
ratur. Als Ersatz von Bi-Metallen in Sprinkler- und Feuermeldeanlagen.  
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7.11.4 Aktuatoren 

Regelung, Steuerung und Schalter Schlauchklemmen, Klappentätigkeit bei Ventilatoren, 
Thermobimetallschnappelement 

   

Steckverbindungen für Schaltkreise, Ventilsteuerung, Dampfdruckregulierer, Dübel. Aktoren 
und Robotik, Gelenke aus Memory-Aktuatoren, Roboterhand von Hitachi, Roboterglieder, 
Greifer. 

 
• Motor, Kraftfahrzeug, Antriebe, Luft- und Raumfahrt 

 
Wärmekraftmaschinen, Steuerung von Solaranlagen, Scheinwerferverstellung, Türschließ-

anlagen, Aktoren für die Innenraumbelüftung, verstellbare Tragflächen, Raumfahrtantennen, 
Rotorsteuerung am Helikopter 

 
• Dämpfung 

 
Ausnutzung der dissipativen Hysterese z.B. während pseudoelastischer oder pseudoplasti-

scher Deformation. Eine FGL-Feder kann gleichzeitig als Dämpfer benutzt werden. 
 
  

 



8 Elastomere / Gummi 

8.1 Einführung 

Gummi und andere Elastomere spielen eine wichtige Rolle in vielen tribologischen Anwen-
dungen. Sie werden dort eingesetzt, wo große Haft- oder Reibkräfte oder große 
Deformierbarkeit gefordert werden. Insbesondere finden sie Verwendung als Material für Rei-
fen, Beförderungsrollen (z.B. in Druckern), Sportschuhe, Dichtungen, Gummibänder, in 
elektronischen Geräten (z.B. für Kontakte in Tastaturen) sowie in Haftvorrichtungen. 

Die zwei wichtigsten Eigenschaften von Elastomeren sind: (1) ein extrem kleiner Elastizi-
tätsmodul (ca. 1 bis 10 MPa, d.h. 4 bis 5 Größenordnungen kleiner als bei „normalen Festkör-
pern“) und (2) eine extrem hohe Deformierbarkeit: Oft können Elastomere um ein Mehrfa-
ches ihrer Anfangslänge gedehnt werden. 

Die Ursache für beide Grundeigenschaften von Elastomeren liegt in ihrer Struktur. Elasto-
mere bestehen aus Polymermolekülen, die relativ schwach miteinander wechselwirken. Im 
thermodynamischen Gleichgewichtszustand befinden sie sich in einem statistisch bevorzugten 
verknäulten Zustand. Wird an das Elastomer eine mechanische Spannung angelegt, so begin-
nen sich die Polymermoleküle zu entflechten (Abb. 8.1). Wird das Elastomer entlastet, so 
relaxieren die Polymermoleküle wieder in den knäuelartigen Zustand zurück. Während bei 
„normalen Festkörpern“ der Gleichgewichtszustand im Wesentlichen einem Minimum der 
potentiellen Energie entspricht, ist es bei Elastomeren im Wesentlichen die Entropie, die im 
Gleichgewichtszustand ihr Maximum erreicht. Man spricht dann von Entropieelastizität1.  

Um ein vollständiges Auseinanderlaufen der Ketten unter Zugbelastung zu vermeiden, 
werden die Ketten bei Gummi durch Schwefelbrücken untereinander verbunden – diese Be-
handlung ist als Vulkanisation bekannt2. Beim Zusatz von viel Schwefel bei der Vulkanisation 
entsteht Hartgummi, bei der Zugabe von wenig Schwefel Weichgummi. Um ein Optimum an 
Elastizität, Verschleißbeständigkeit und Haftung zu erzielen, wird Gummi bei der Herstellung 
von Autoreifen mit Ruß vermischt. Den so hergestellten Verbundwerkstoff nennt man „ge-
füllten Gummi“. 

Dehnung

Relaxation

 

Abb. 8.1  Schematische Darstellung der Änderung der Struktur eines Elastomers bei Dehnung. 

Im Hinblick auf tribologische Eigenschaften geht man davon aus, dass die Kontakt- und 
Reibungseigenschaften von Elastomeren im Wesentlichen auf ihre rheologischen Eigenschaf-
ten zurückzuführen sind. Mit anderen Worten, die tribologischen Eigenschaften von Elasto-
meren sind im Wesentlichen nicht durch ihre Oberflächeneigenschaften, sondern durch ihre 
Volumeneigenschaften bedingt. Das ist der Grund, warum wir uns in diesem Kapitel zunächst 
einer ausführlichen Analyse der rheologischen Eigenschaften von Gummi sowie Methoden zu 
deren Beschreibung widmen. Die in diesem Kapitel eingeführten Begriffe und Methoden 
werden im nächsten Kapitel zur Diskussion der Reibung von Elastomeren benutzt. Wir be-

                                                 
1 In diesem Sinne ist die Gummielastizität verwandt mit der „Elastizität“ eines idealen Gases, wo die Wechselwirkungen zwischen 
Molekülen keine Rolle spielen und die Elastizität ebenfalls rein entropischer Natur ist. 
2 Die Vulkanisation wurde 1839 von Charles Goodyear entwickelt. 
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handeln dabei Elastomere als lineare viskoelastische Stoffe. Die Behandlung von Nichtlinea-
ritäten ginge über die Grenzen dieses Buches hinaus. 

8.2 Thermodynamische Effekte und Thermodynamik von Gummi 

Auf dem Bild (Abb. 8.2) aus einer klassischen Arbeit von Anthony, Caston und Guth (1942) 
erkennt man folgenden Zusammenhang: 

Bei kleinen Dehnungen ( 0/ 1.1L Lλ = < ) nimmt die Spannung bei konstanter Dehnung ab, 

wenn die Probe erwärmt wird.  
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Abb. 8.2. Spannungsverlauf über die Erwärmung bei konstanter Dehnung 

Bei größeren Dehnungen nimmt die Spannung bei Erwärmung jedoch zu. Diese Änderung 
ist als thermoelastische Inversion bekannt. Die Ursache dafür liegt in der thermischen Deh-
nung: Würde man die Länge auf die wirkliche Gleichgewichtslänge bei gegebener Tempera-
tur normieren, gäbe es diesen Effekt nicht, und die Spannung würde immer mit der Tempera-
tur steigen. Dies ist eine für die Entropieelastizität charakteristische Eigenschaft. 

Widmen wir uns zunächst der Thermodynamik: Wir betrachten ein Stück Gummi, dass in 
einer Richtung auf Zug belastet wird. In guter Näherung bleibt das Volumen dabei konstant, 
d.h. der Querschnitt wird sich ändern. Die Gibbsche Form ist für dieses Beispiel: 

 dU TdS PdL= +  (8.1) 

TdS ist die zugeführte Wärme und PdL die durch die (Zug-)Kraft P bei Längenänderung dL  
geleistete Arbeit. Die freie Energie über die Legrendre-Transformation definiert als 

 F U TS= −  (8.2) 

Ihr Differential ist gleich 

 dF PdL SdT= −  (8.3) 

Die partiellen Ableitungen von F nach L und T sind: 

   und 
T L

F F
P S

L T

∂ ∂= = −
∂ ∂

 (8.4) 

Da die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht wichtig ist: 
2 2F F

L T T L

∂ ∂=
∂ ∂ ∂ ∂

, folgt daraus: 
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L T

P S

T L

∂ ∂= −
∂ ∂

 (8.5) 

Für die Kraft erhält man also: 

 
F U S U P

P T T
L L L L T

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = − = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (8.6) 

In der Abb. 8.3 wird der Versuch einer Separation des energetischen ( )/U L∂ ∂  und des 

entropischen Anteils ( )/ /T S L T P T− ∂ ∂ = ∂ ∂ der elastischen Kraft eines natürlichen Gummis 

vorgenommen (Nach Wood und Roth (1944)). 
Nach diesen Erkenntnissen ist der entropische Beitrag bis 2.7λ ≈  überwiegend. 

S
tr

es
s 

(M
p

a)

15

10

5

0

-5

-10

-15
1 2 3 4 5 6 7 8

v,T

p

(dE dL (/

V, T

T(d dL (f /
l,

l = const.

f

(dE dL (/

p
l

T(d dL (f /f

l

f

T

 
Abb. 8.3 Separation des energetischen und des entropischen Anteils der elastischen Kraft nach Wood und Roth. 

8.3 Statistische Theorie von Gummi 

Um mit den thermodynamischen Beziehungen etwas anfangen zu können, benötigen wir noch 
eine Zustandsgleichung. Um diese zu erhalten, muss man sich die mikroskopischen Ursachen 
der Gummielastizität genauer ansehen.  

r

x

z

y
0

r

 
Abb. 8.4  Polymerketten 

Wir untersuchen zunächst die statistischen Eigenschaften eines einzigen Polymermoleküls. 
Wenn sich ein Ende der Kette im Koordinatenursprung befindet und das andere am Ort 0r

�
, so 

kann man fragen, wie groß die Wahrscheinlichkeit dieser Konfiguration ist. Wäre die 
Polymerkette absolut flexibel und die Länge eines einzelnen Gliedes l, so könnte man sich ei-
ne einzelne Konfiguration als zufälliges Wandern eines Punktes mit der Sprunglänge l vor-
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stellen. Es handelt sich dann um eine Art „Diffusion“, wobei die Rolle der Zeit die Länge der 
Kette spielt. 

8.3.1 Diffusion auf kubischem Gitter 

Wir nehmen an, dass es ein Teilchen gibt, das in jedem Zeitschritt t∆ genau einen Sprung der 
Länge l auf einem kubischem Gitter macht, d.h. es springt entweder in x-Richtung, oder in y-
Richtung, oder in z-Richtung (und davon gibt es jeweils zwei Möglichkeiten), d.h. es gibt 6 
äquivalente Sprünge. 

Wenn wir viele gleiche Teilchen springen lassen, wie ändert sich die Wahrscheinlichkeit, 
ein Teilchen am Ort ( , , )Tr x y z=� zu finden? Die Wahrscheinlichkeit, dort eines zu finden, er-

höht sich, wenn von woanders ein Teilchen an den Ort ( , , )Tr x y z=�  springt. Dafür gibt es 6 
Möglichkeiten mit der Sprungwahrscheinlichkeit 1/6. Die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen zu 
finden wird sinken, wenn ein Teilchen vor dem Sprung bereits am Ort ( , , )Tr x y z=� ist, denn 
dann wird es mit 100% Sicherheit wegspringen. Mathematisch heißt das: 

 

( )

( )

1
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

6
1

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
6
( , , , )

p x y z t t p x y z t p x l y z t p x y l z t p x y z l t

p x l y z t p x y l z t p x y z l t

p x y z t

+ ∆ − = + + + + +

+ − + − + −

−

 (8.7) 

Entwickeln wir die Wahrscheinlichkeitsdichte p nach kleinen t∆  und l. Nach dem Ort wird 
bis zur zweiten Ordnung in alle Raumrichtungen entwickelt, z.B. 
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2
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1
( , , , ) ( , , , ) ...

2

p p
p x y l z t p x y z t l l

y y

∂ ∂− ≈ − + −
∂ ∂

 

Als Ergebnis erhält man: 

 
2 2 2 2

2 2 2

1

6

p l p p p

t t x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∆ ∂ ∂ ∂ 
 (8.8) 

Dies ist eine Diffusionsgleichung mit dem Diffusionskoeffizienten 
21

6

l
D

t
=

∆
, d.h. wir haben 

die mikroskopischen Sprünge eines Teilchens mit einer makroskopischen Gleichung ver-
knüpft. 
Für diese isotrope Diffusionsgleichung gibt es nun folgende Lösung: 

 
( )

2

4
3/2

1
( , )

4

r

Dtp r t e
Dtπ

−
=�

 (8.9) 

Das ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen am Ort r
�

zu finden, wenn es bei t=0 am Ort 
0r =� gestartet ist. Der Mittelwert der Abweichung vom Ursprung r

�
 ist 0, der quadratische 

Mittelwert jedoch nicht. Man erhält nämlich: 

 
2

2 2 4

0

: ( , ) 4 ( , ) 6
V

l
r r p r t dV r p r t dr Dt

t
π

∞

= = = =
∆∫ ∫

� �
 (8.10) 
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8.3.2 Entropie von langen Ketten 

Nun kommen wir zurück auf unsere Polymerketten. Wir starten am Ort 0 und berechnen den 
mittleren quadratischen Abstand des Endes der Kette von diesem Punkt. Wir nehmen der Ein-
fachheit halber an, dass die Kettenglieder die Länge l haben. Alle Glieder sollen mit rechten 
Winkeln verbunden sein, d.h. wenn wir die Glieder vom Start bis zum Ende verfolgen, erhal-
ten wir ein Bild, was analog ist zum Sprung eines Teilchens auf kubischem Gitter. (Die Be-
schränkung auf rechte Winkel kann fallengelassen werden, dies wird aber hier nicht gemacht. 
Eine Betrachtung mit Winkelabhängigkeit findet sich im Buch von I. Müller.) Der einzige 
Unterschied ist, dass es nun keine Zeitschritte gibt, sondern m Schritte werden ohne Zeitein-
heit einfach abgezählt. Das heißt, nun ist hier t∆  durch 1 zu ersetzen und t durch m. Für den 
Quadratischen Mittelwert können wir jetzt also schreiben: 

 2 2 2
0 : 6r r Dm ml= = =  (8.11) 

Das heißt, in der Gleichung für die Wahrscheinlichkeitsverteilung p müssen wir die Erset-
zung 

 2
0

1

6
Dt Dm r→ =  (8.12) 

vornehmen und erhalten für die Wahrscheinlichkeitsverteilung des mittleren quadratischen 
Abstands r2 der beiden Kettenenden: 
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rp r e
rπ
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 (8.13) 

Diese Gleichung gilt allerdings nur im Grenzfall großer m, d.h. für m→ ∞ .  
Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung sagt uns, wie häufig eine Konfiguration mit Kettenen-

den-Abstand  r  anzutreffen ist. Diese Antreffwahrscheinlichkeit ist über die Formel 

 ( )ln ( )BS k Zp r=  (8.14) 

direkt mit der Entropie verbunden. Z ist hier die Anzahl möglicher Konformationen. Wir set-
zen dies in die freie Energie ein: 

 ( )ln ( )BF TS k T Zp r= − = − . (8.15) 

Somit erhalten wir: 

 
( )2 2 22

0 02 2
0 0

33

2 2B B

x y zr
F F k T F k T

r r

+ +
= + = + , (8.16) 

wobei alle Konstanten in F0 gesteckt wurden (man beachte die Logarithmusregeln). Der Wert 
r0

2  charakterisiert den ungespannten Zustand des Moleküls (also seine wahrscheinlichste 
Form). Wird jetzt eine dreiachsige Deformation eingeführt gemäß 1 0x xλ= , 2 0y yλ= , 

3 0z zλ= , so ändert sich die freie Energie wie folgt: 

 
2 2 2 2 2 2

1 0 2 0 3 0
0 2

0

3( )

2B

x y z
F F k T

r

λ λ λ+ += +  (8.17) 

Die Differenz zwischen beiden Energien ist gleich 

 ( )2 2 2
1 2 3

1
3

2 BF k T λ λ λ∆ = + + −  (8.18) 
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Die freie Energie der gesamten Probe ist daher gleich 

 ( )2 2 2
1 2 3

1
3

2totF NkT λ λ λ= + + −  (8.19) 

N ist hier die Gesamtzahl der Moleküle. 

8.3.3 Ein- und zweiachsige Deformationen 

Die Energie Gl.(8.19) wollen wir nun für zwei Arten von Deformationszuständen betrachten: 
Den einachsigen (der für alle folgenden Kapitel als Beispiel-Deformation verwendet werden 
wird) und den zweiachsigen, der z.B. für die Berechnung von Luftballons relevant ist. 

Für die Dichte der freien Energie können wir schreiben: 

 ( )2 2 2
0 1 2 3

0

1
( )

2 B

F
f f T nk T

V
λ λ λ= = + + + . (8.20) 

0 0 0

N N
n

A L V
= =  ist die Konzentration der Polymermoleküle. 

8.3.4 Einachsige Deformationen 

Betrachten wir jetzt als Sonderfall eine einachsige Deformation eines Quaders mit Seitenlän-
gen 0 0 0

1 2 3,  ,  L L L , wobei wir annehmen, dass sich das Volumen des Materials nicht ändert: 

 1 2 3
1 2 30 0 0

0 1 2 3

1
L L LV

V L L L
λ λ λ= = = ⋅ ⋅  (8.21) 

Unter Berücksichtigung der Symmetrie 2 3 tλ λ λ= =  und mit der Bezeichnung 1λ λ=  erhalten 

wir: 1/tλ λ=  und damit für die freie Energie: 

 2
0

1 2

2 BF F Nk T λ
λ

 = + + 
 

 (8.22) 

Die Kraft ergibt sich durch Ableitung der freien Energie nach der Länge 0
1 1 0: :L L L Lλ λ= = = : 

 2

0

1 2
3

2 B

F F L
P Nk T

L L L L

λ λ
λ λ λ

 ∂ ∂ ∂ ∂   ∂ = = = + − ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
, (8.23) 

also: 

 
2

0

1BNk T
P

L
λ

λ
 = − 
 

. (8.24) 

Dies ist sozusagen die Zustandsgleichung für den Gummiquader – vergleichbar mit der Zu-
standsgleichung für ideale Gase. Für die Spannung müssen wir beachten, dass sich der Quer-
schnitt ändert, denn es gilt ja:  

 0 0

0

V AV
A

L Lλ λ
= = =  (8.25) 
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Es ergibt sich: 

 2 2
2

0 0 0 0

1 1B
B

t

Nk TP P P
nk T

A A A L A
σ λ λ λ

λ λ λ
   = = = = − = −   
   

 (8.26) 
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Abb. 8.5  Spannung in Abhängigkeit von λ ; experimentelle Daten verglichen mit der statistischen Theorie 
(Daten von Higgs und Gaylord (1990).  

Der Elastische Modul:  

 3 BE nk T=  (8.27) 

und damit auch der Schubmodul 

 
2(1 ) B

E
G nk T

ν
= =

+
 (8.28) 

(die Poissonzahl ist ja fast ½) sind proportional zur absoluten Temperatur. 
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Abb. 8.6  Spannung in Abhängigkeit von λ  für unterschiedliche Anzahlen der Kettenglieder. 

Bei starker Dehnung ist die Gaußsche Näherung nicht mehr gültig. Eine genauere Theorie 
sagt eine größere Steifigkeit bei großen Deformationen vorher. Die Gaußsche Näherung ist 
umso besser, je mehr Kettenglieder das Polymer im Mittel hat (Abb. 8.6: bei 100 Gliedern ist 
die Näherung bis etwa zur dreifachen Dehnung gut). 

 
Aus Gl. (8.15) und (8.22) entnehmen wir die Entropie in Abhängigkeit von λ: 

 2
0

1 2

2 BS S Nk λ
λ

 = − +  
 (8.29) 

Diese hat folgende Form (siehe (Abb. 8.7): S0 ist so gewählt, dass S(1)=0 wird.) Wir sehen, 
dass die Entropie ein Maximum bei 1λ =  hat, also gerade im ungedehnten Referenzzustand.  
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Abb. 8.7  Spannung in Abhängigkeit von λ . 

Das System strebt also dem Zustand maximaler Entropie zu. Dies ist auch der Grund, warum 
Gummi sich zusammenzieht, wenn wir eine Zugkraft anlegen und es erwärmen: Wir ver-
schieben das System zu größeren Deformationen, senken also seine Entropie. Wenn wir nun 
Entropie zuführen (durch Erwärmen), so gehen wir im Diagramm zu kleineren Deformatio-
nen, d.h. das Material zieht sich zusammen. 

Wenn wir Gummi schnell (d.h. näherungsweise adiabatisch) dehnen, wird die Deformati-
onsentropie sinken, die überschüssige Entropie wird daher als Erwärmung des Materials spür-
bar, die Temperatur wird sich erhöhen. 

8.3.5 Zweiachsige Deformation 

Für die zweiachsige Deformation nehmen wir an, dass die Dehnungen in zwei zueinander 
senkrechten Richtungen gleich sind. Dies ist z.B. beim Aufblasen eines Luftballons so. Setzen 

wir also für die Deformationen  1 2 3 2

1λ λ λ λ
λ

= = ⇒ = , so erhalten wir für die Energie:  

 2
0 4

1 1
2

2 BF F Nk T λ
λ

 = + + 
 

 (8.30) 

Allerdings muss man für große Dehnungen berücksichtigen, dass die Gauß-Näherung nicht 
mehr gültig ist. Es zeigt sich, dass man einen Korrekturterm der Form: 

 2 4
0 4 2

1 1 2
2

2 BF F Nk T λ κ λ
λ λ

  = + + + +  
  

 (8.31) 

ansetzen muss, wobei 0.1κ ≈ für Gummi ist. 
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8.4 Viskoelastische Eigenschaften von Elastomeren  

8.4.1 Spannungsrelaxation in Elastomeren 

Betrachten wir einen Gummiblock, der auf Schub beansprucht wird (Abb. 8.8). Wird er 
schnell deformiert, so steigt die Spannung im ersten Moment auf ein hohes Niveau (0)σ  und 
relaxiert danach langsam zu einem viel kleineren Niveau ( )σ ∞  (Abb. 8.9), wobei ( )σ ∞ bei 
Elastomeren  um 3 bis 4 Größenordnungen kleiner sein kann als (0)σ .  Die physikalische Ur-
sache für dieses Verhalten ist klar: Im ersten Moment haben die Polymerketten noch keine 
Zeit, um sich zu entflechten, und der Gummi reagiert wie ein „normaler fester Stoff“. Der ent-
sprechende Schubmodul 0(0) (0) /G σ ε=  hat dieselbe Größenordnung wie der Schubmodul 

von Glas und wird Glasmodul genannt. Das Verhältnis 0( ) ( ) /∞ = ∞G σ ε  beschreibt das Materi-
alverhalten nach einer langen Wartezeit und wird statischer Schubmodul genannt. Im Laufe 
der Zeit wickeln sich die Moleküle auseinander, und die innere Spannung im Material gibt 
nach. Das Verhältnis  

 
0

( )
( )

t
G t

σ
ε

=  (8.32) 

bezeichnet man als zeitabhängigen Schubmodul. Es ist leicht zu sehen, dass diese Funktion 
die mechanischen Eigenschaften eines Stoffes vollständig beschreibt, vorausgesetzt, dass der 
Stoff ein lineares Verhalten aufweist: 

Nehmen wir an, dass der Block nach einem beliebigen Gesetz ( )tε  deformiert wird. Eine 
beliebige Abhängigkeit ( )tε  kann immer als eine Summe von zeitlich versetzten Stufenfunk-
tionen dargestellt werden, wie dies schematisch in Abb. 8.10 gezeigt ist.  

s

e0

 

Abb. 8.8  Schubdeformation eines Gummiblocks. 

s

e0

e

t t
a b  

Abb. 8.9  Wird ein Gummiblock zum Zeitpunkt 0=t  schnell um 0ε  deformiert, so steigt die Spannung 

zunächst auf ein hohes Niveau und relaxiert danach mit der Zeit zu einer viel kleineren Spannung. 

Eine „elementare Stufenfunktion“ in dieser Abbildung zum Zeitpunkt t′  hat offenbar die 
Amplitude ( ) ( )d t t dtε ε′ ′ ′= ɺ . Der mit ihr zusammenhängende Beitrag zur Spannung ist gleich 

( ) ( )d G t t t dtσ ε′ ′ ′= − ɺ , und die gesamte Spannung zu jedem Zeitpunkt berechnet sich somit zu 
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 ( ) ( ) ( )
t

t G t t t dtσ ε
−∞

′ ′ ′= −∫ ɺ . (8.33) 

e

t

e( )t

 
Abb. 8.10  Darstellung einer Funktion der Zeit als Superposition von mehreren versetzten Stufenfunktionen. 

Gleichung (8.33) zeigt, dass der zeitlich abhängige Schubmodul im mathematischen Sinne als 
eine Gewichtsfunktion verstanden werden kann, mit der die in der Vergangenheit liegenden 
Deformationsänderungen zur Spannung zum laufenden Zeitpunkt beitragen. Aus diesem 
Grunde wird ( )G t  manchmal auch Gedächtnisfunktion genannt. 

8.4.2 Komplexer, frequenzabhängiger Schubmodul 

Ändert sich ( )tε  nach einem harmonischen Gesetz  

 ( ) cos( )t tε ε ω= ɶ , (8.34) 

so stellt sich nach einem Einschwingvorgang eine periodische Änderung der Spannung mit 
der gleichen Frequenz ω  ein. Den Zusammenhang zwischen der Änderung der Deformation 
und der Spannung kann man besonders einfach darstellen, wenn man die reelle Funktion 
cos( )tω  als Summe von zwei komplexen Exponenten darstellt: 

 ( )1
cos( )

2
i t i tt e eω ωω −= + . (8.35) 

Wegen des Superpositionsprinzips kann man zunächst die Spannungen berechnen, die sich 
aufgrund der komplexen Schwingungen   

 ( ) i tt eωε ε= ɶ  und  ( ) i tt e ωε ε −= ɶ  (8.36) 

ergeben und diese Spannungen anschließend summieren. Setzen wir ( ) = ɶ i tt eωε ε  in (8.33) ein, 
so erhalten wir für die Spannung 

 ( ) ( )
t

i tt G t t i e dtωσ ωε ′

−∞

′ ′= −∫ ɶ . (8.37) 

Durch Substitution t tξ ′= −  bringen wir dieses Integral zur folgenden Form 

 
0

( ) ( ) ( )
t

i t i t it G t t i e dt i e G e dω ω ωξσ ωε ωε ξ ξ
∞

′ −

−∞

′ ′= − =∫ ∫ɶ ɶ  (8.38) 

oder: 

 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )i tt G e G tωσ ω ε ω ε= =ɶ . (8.39) 

Für eine harmonische Anregung in Form einer komplexen Exponentalfunktion i teω  ist die 
Spannung proportional zur Deformation. Der Proportionalitätskoeffizient  
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0

ˆ ( ) ( ) iG i G e dωξω ω ξ ξ
∞

−= ∫  (8.40) 

ist im Allgemeinen eine komplexe Größe und wird komplexer Schubmodul genannt. Sein Re-

alteil ˆ( ) Re ( )G Gω ω′ =  wird Speichermodul, sein Imaginärteil ˆ( ) Im ( )G Gω ω′′ =  Verlustmo-
dul genannt.  
Die Amplitude der Schwingungen wird durch den Betrag der komplexen Spannung bzw. De-
formation gegeben: 

 ˆ ˆ( ) ( ) ( )i t i tt G e G eω ωσ ω ε ω ε= =ɶ ɶ . (8.41) 

Da der Betrag 1i teω =  ist, folgt daraus: 

 ˆ( ) ( )t Gσ ω ε= ɶ . (8.42) 

Demnach sind die Schwingungsamplituden der Spannung und der Deformation durch den Be-
trag des komplexen Schubmoduls verbunden.  

Um den Begriff des komplexen Moduls näher zu erläutern, betrachten wir zwei einfache 
Beispiele: 
(a) Für einen linearelastischen Körper gilt für die Scherdeformation nach dem Hookeschen 
Gesetz: Gσ ε= . Der komplexe Modul hat in diesem Fall nur einen Realteil, und dieser ist 
gleich G .  
(b) Für reine Scherung einer linear viskosen Flüssigkeit  (Abb. 8.11) gilt  

 
dv

dz
σ η= . (8.43) 

Für eine periodische Bewegung 0ˆ( , ) i tu l t u eω=  gilt somit: 

 0ˆ( )
ˆˆ ( ) ( )i t

z l

udv v t
t i e i t

dz l l
ωσ η η η ω ωηε

=

= = = = . (8.44) 

Der komplexe Modul  

 ˆ ( )G iω ωη=  (8.45) 

hat in diesem Fall nur einen imaginären Teil: ˆRe 0G = , ˆImG ωη= . 

u( ,t)l

u( ,t)z

0

l

z

 

Abb. 8.11  Gleichmäßige Scherströmung einer linear-viskosen Flüssigkeit. 

8.4.3 Eigenschaften des komplexen Moduls 

Aus der Definition (8.40) folgt, dass 
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 *ˆ ˆ( ) ( ) G Gω ω− = . (8.46) 

„*“ bedeutet hier konjugiert komplexe Größe. Für den Real- und Imaginärteil des Moduls be-
deutet das: 

 
( ) ( ),  

( ) ( ).

G G

G G

ω ω
ω ω

′ ′− =
′′ ′′− = −

 (8.47) 

Real- und Imaginärteil des komplexen Moduls sind nicht unabhängig voneinander, sondern 
müssen den sogenannten Kramers-Kronig-Relationen genügen: 

 
( )

2

0 2 2
0

2 2
0

2 1 ( )
( )  ,

2 ( )
( )  .

G z
G G dz

z z

G z
G dz

z

ωω
π ω

ωω
π ω

∞

∞

′′′ = +
−

′′′ = −
−

∫

∫

 (8.48) 

Integrale in dieser Gleichung sind als Cauchy-Hauptwertintegrale zu verstehen (d.h. man nä-
hert sich Polstellen symmetrisch an, damit sich Unendlichkeitsstellen gegenseitig aufheben 
können). 

Ist der komplexe Modul im gesamten Frequenzbereich bekannt, so kann der zeitlich abhän-

gige Modul berechnet werden. Indem wir (8.40) mit 
1

2
i te

i
ω

ω π
 multiplizieren und anschlie-

ßend über ω  (von −∞  bis ∞ ) integrieren, erhalten wir 

 ( ) ( )

0

1 1 1ˆ ( )
2 2

i ti tG e d G e d d
i

ω ξωω ω ξ ω ξ
π ω π

∞ ∞ ∞
−

−∞ −∞

=∫ ∫ ∫ . (8.49) 

Die in Abb. 7.9 a gezeigte Stufenfunktion entspricht 0( ) ( )t tε ε δ=ɺ , wobei ( )tδ  die Diracsche 

δ -Funktion ist. Indem wir die Identität  

 2 ( )i te d tω ω πδ
∞

−∞

=∫  (8.50) 

benutzen, vereinfacht sich die rechte Seite und es verbleibt lediglich der zeitlich abhängige 
Schubmodul. Unter Berücksichtigung von (8.32) gilt damit folgender Zusammenhang  

 ( ) ( ) ( )( )
0

ˆ( ) 1 ( ) 1 1
' sin '' cos

2 2
i tt G

G t e d G t G t d
i

ωσ ω ω ω ω ω ω ω
ε π ω π ω

∞ ∞

−∞ −∞

= = = +∫ ∫  (8.51) 

8.4.4 Energiedissipation in einem viskoelastischen Material 

Eine Deformation des Materials nach dem Gesetz 1 0
i teωε ε=  führt nach der Definition des 

komplexen Schubmoduls zur Spannung 1 0
ˆ ( ) i tG eωσ ε ω= . Bei der Deformation 2 0

i te ωε ε −=  

müssen wir nur das Vorzeichen der Frequenz ändern: *
2 0 0

ˆ ˆ( ) ( )i t i tG e G eω ωσ ε ω ε ω− −= − = . Ist 

die gesamte Deformation über die Summe von 1ε  und 2ε  darstellbar 

 ( )0
0 cos

2
i t i tt e eω ωεε ε ω −= = + , (8.52) 
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so berechnet sich die Spannung aufgrund der Linearität des Systems über die Summe von 1σ  
und 2σ : 

 ( ) ( )*
0 0

1
( ) ( ) ( )cos ( )sin

2
i t i tG e G e G t G tω ωσ ε ω ω ε ω ω ω ω− ′ ′′= + = − . (8.53) 

Wir können nun die Leistung P  dieser Spannung in einem Einheitsvolumen berechnen: 

 21
02( ) ( ) ( )P t t Gσ ε ωε ω′′= =ɺ . (8.54) 

Die Energiedissipation wird unmittelbar durch den Imaginärteil des komplexen Moduls be-
stimmt. Damit hängt die Bezeichnung "Verlustmodul" für den Imaginärteil des elastischen 
Moduls zusammen.  
Bei vorgegebener Spannung berücksichtigen wir die Eigenschaft (8.42) und schreiben 

2
2 2
0 0

ˆ ( )Gσ ω ε= . Damit können wir (8.54) auf die Form 

 2 21 1
0 02 22

ˆIm ( ) 1
Im

ˆˆ ( )( )

G
P

GG

ωωσ ωσ
ωω

 
= = −  

 
 (8.55) 

bringen. 

8.4.5 Messung komplexer Module  

Wird ein lineares viskoelastisches Material periodisch mit der Kreisfrequenz ω  nach dem 
Gesetz (8.52) deformiert und der Spannungsverlauf (8.53) im eingeschwungenen Zustand 
aufgezeichnet, so kann man den komplexen Modul bestimmen, indem man die Mittelwerte 

 ( ) ( )  und ( ) ( )E t t P t tσ ε σ ε= = ɺ  (8.56) 

bestimmt. Die mittlere Leistung haben wir bereits oben berechnet und mit dem Verlustmodul 
verbunden. Der Mittelwert E  kann nun mit dem Speichermodul verknüpft werden, denn es 
gilt: 

 2
0

1

2
E Gε′= . (8.57) 

Der Realteil des G -Moduls berechnet sich also aus 

 
2
0

2ˆRe
E

G G
ε

′= = , (8.58) 

während man den Imaginäranteil aus (8.54) erhält: 

 
2
0

2ˆIm
P

G G
ωε

′′= = . (8.59) 
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Abb. 8.12  Spannungs-Dehnungs-Diagramm für ein viskoelastisches Material. 

Die Gleichungen (8.52) und (8.53) beschreiben in parametrischer Form das dynamische 
Spannungs-Dehnungs-Diagramm, welches eine elliptische Form hat. Die mittlere Steigung 
des Diagramms ist dabei gleich G′ . Für 0ε =  erhalten wir 0Gσ ε ′′= ±  Der Imaginärteil kann 

somit aus der Breite der Hysteresefigur bestimmt werden. 

8.4.6 Rheologische Modelle 

Bei räumlich homogenen Deformationen kann man oft anstatt mit Modulen mit Steifigkeiten 
arbeiten. Die zwei Grundelemente sind dabei eine linear elastische Feder und ein Dämpfer. 
Aus diesen Elementen lassen sich kompliziertere Kombinationen zusammenstellen, die prak-
tisch ein beliebiges viskoelastisches Verhalten abbilden können.  

Betrachten wir zunächst die Grundelemente, die periodisch angeregt werden sollen. Für ei-
ne linearelastische Feder ohne innere Dissipation (Abb. 8.13 a) gilt bekanntlich das Hoo-
ke’sche Gesetz: 

 F cx= . (8.60) 

Den Proportionalitätskoeffizienten c  nennen wir Federzahl oder auch Federsteifigkeit. 
Betrachten wir jetzt einen linearen Dämpfer (Abb. 8.13 b): 

 F dx= ɺ . (8.61) 

Für eine harmonische Anregung in komplexer Form 0
ˆ i tF F eω=  suchen wir die Lösung in der 

Form 0ˆ ˆ i tx x eω= . Das Ergebnis lautet: ̂ ˆ( ) ( )F t id x tω= , d.h. die Kraft ist zu jedem Zeitpunkt 

proportional zur Auslenkung, wie bei einer Feder. Der Koeffizient 

 ˆdc idω= , (8.62) 

der die Kraft mit der  Auslenkung verbindet, ist jetzt aber komplex und hängt von der Fre-
quenz ab. Wir nennen ihn komplexe,  frequenzabhängige Federzahl oder -steifigkeit.  

c
F

d
F

d c = dd i w

a b c  

Abb. 8.13  (a) linearelastische Feder, (b) geschwindigkeitsproportionaler Dämpfer, (c) komplexe Steifigkeit 
eines Dämpfers. 
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Für ein allgemeines lineares mechanisches System (d.h. ein beliebig kompliziertes System 
aufgebaut aus linearen Federn und Dämpfern) gilt bei einer Erregerkraft 0

i tF eω  ein linearer 

Zusammenhang: 

 ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )F t c x tω= , (8.63) 

wobei ˆ( )c ω nun die komplexe Federzahl des Systems ist. Diese Gleichung gilt allerdings nur 

bei einer Anregung mit der Frequenz ω . In expliziter Form lautet sie: 0 0ˆ ˆ( )i t i tF e c x eω ωω= .  

Bei einer Parallelschaltung von zwei Federn mit den Federzahlen 1c  und 2c  ergibt sich eine 

Feder mit der Federzahl 1 2c c c= + . Bei einer Reihenschaltung gilt 1 2

1 2 1 2

1 1 1 c c
c

c c c c c
= + ⇒ =

+
. 

Ähnliche Schaltungen kann man auch für Kontinua benutzen, dann müssen die Steifigkeiten 
durch Module ersetzt werden.  

Der für uns im Weiteren wichtigste Bestandteil vieler rheologischer Modelle ist das 
Maxwellsche Element, bestehend aus einer Feder, die in Reihe mit einem Dämpfer geschaltet 
ist. Untersuchen wir die Eigenschaften dieses Elements, wobei wir gleich von der 
kontinuumsmechanischen Version des Modells ausgehen und nicht von Steifigkeiten, sondern 
von Modulen sprechen. 

G

e

e1
h

 

Abb. 8.14  Maxwellsches Element. 

Die komplexen Module der Feder und des Dämpfers sind G  und iηω . Aufgrund der Reihen-
schaltung  ergibt sich der gesamte Modul 

 
( )

( )
( )

( )( )
( )

2

22
ˆ

Maxwell

G i GG iG i G i
G

G i G i G i G

ηω ηωηωηω ηω
ηω ηω ηω ηω

+−⋅ ⋅= = =
+ + − +

. (8.64) 

Der Speicher- und der Verlustmodul sind gleich 

 
( )

( ) ( )

2 2

2 22 2
,       .Maxwell Maxwell

G G
G G

G G

ηω ηω
ηω ηω

′ ′′= =
+ +

 (8.65) 

Indem wir die Größe  

 / Gτ η=  (8.66) 

einführen, können wir die Gleichungen (8.65) auch in der Form  

 
( )

( ) ( )

2

2 2,       
1 1

Maxwell MaxwellG G G G
ωτ ωτ

ωτ ωτ
′ ′′= =

+ +
 (8.67) 

darstellen. Die Größe τ  hat die Dimension Zeit. 
Untersuchen wir nun die Spannungsrelaxation in einem Medium, das durch ein Maxwell-

Element beschrieben wird. Wir benutzen dabei die in Abb. 8.14 eingeführten Bezeichnungen. 
Die auf den Verbindungspunkt zwischen Feder und Dämpfer wirkende Spannung ist gleich 
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1 1( )G ε ε ηε− − + ɺ . Wegen der Masselosigkeit des Verbindungspunktes muss diese Spannung 

verschwinden: 1 1( ) 0G ε ε ηε− − + =ɺ . Indem wir diese Gleichung durch G  dividieren und die 

Bezeichnung (8.66) einführen, können wir sie wie folgt schreiben: 

 1 1τε ε ε+ =ɺ . (8.68) 

Wird das Material zum Zeitpunkt 0t =  plötzlich um 0ε  deformiert, so gilt für alle Zeitpunkte 

0t >  

 1 1 0τε ε ε+ =ɺ  (8.69) 

mit der Anfangsbedingung 1(0) 0ε = . Die Lösung dieser Gleichung mit der genannten An-

fangsbedingung lautet 

 ( )/
1 0 1 te τε ε −= − . (8.70) 

Für die Spannung ergibt sich  

 ( ) /
0 1 0

tG G e τσ ε ε ε −= − = . (8.71) 

Die Spannung klingt exponentiell mit der charakteristischen Zeit τ  ab, die man Relaxations-
zeit nennt.  

8.4.7 Ein einfaches rheologisches Modell für Gummi („Standardmodell“) 

Wir wollen nun ein Feder-Dämpfer-Modell aufbauen, das die wichtigsten dynamischen Ei-
genschaften von Gummi bei periodischer Beanspruchung enthält. Diese sind: 
1. 0ω ≈ : Bei kleinen Frequenzen misst man einen kleinen elastischen Modul (quasistatische 
Deformation) und kaum Dissipation, d.h. der Dämpfungsanteil ist sehr klein. 
2. ω → ∞ : Bei sehr hohen Frequenzen misst man einen sehr großen Modul (typischerweise 3 
Größenordnungen höher als bei quasistatischer Beanspruchung), und ebenfalls keine nen-
nenswerte Dissipation. 
3. Bei mittleren Frequenzen misst man mittlere Module, gleichzeitig aber auch starke Dissipa-
tion. 

Diese Eigenschaften resultieren aus der Tatsache, dass die Molekülketten sich nur in endli-
chen Zeiten ver- und entknäulen können. 

G2

h

G1

 

Abb. 8.15  Ein einfaches rheologisches Modell für Gummi. 

Diese Eigenschaften eines Gummiblocks sollen nun qualitativ durch das in Abb. 8.15 dar-
gestellte rheologische Modell beschrieben werden. Da es sich dabei um eine Parallelschaltung 
einer linearelastischen Feder und eines Maxwellschen Elementes handelt, können wir sofort 
schreiben 
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( )

( ) ( )

2

1 2 22 2,       
1 1

G G G G G
ωτ ωτ

ωτ ωτ
′ ′′= + =

+ +
 (8.72) 

mit 2/ Gτ η= .  Die Abhängigkeiten der Module von der Frequenz im doppelt-

logarithmischen Maßstab sind für den Fall 2 1/ 1000G G =  in Abb. 8.16 dargestellt.  

Für kleine Frequenzen 1 /Gω η<  (quasistatische Belastung) strebt der Modul gegen 1G . 

Für sehr große Frequenzen 2 /Gω η>  strebt er gegen 2 1G G≫ . Das bedeutet, dass bei sehr 

langsamen Belastungen Gummi weich ist, bei sehr schnellen Belastungen hingegen hart. Ty-
pische Schubmodule eines gefüllten Gummis bei kleinen Frequenzen liegen bei 10 MPa, wäh-
rend er bei großen Frequenzen ca. 1000 Mal größer ist. Im mittleren Bereich ist der 
Imaginäranteil überwiegend: ( )G ω ηω′′ ≈ , d.h. das Medium verhält sich bei periodischer Be-
anspruchung wie eine viskose Flüssigkeit. 
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Abb. 8.16  Real- und Imaginärteil des frequenzabhängigen Moduls für das in Abb. 8.15 gezeigte rheologische 
Modell mit 2 1/ 1000G G = . 

Aufgrund der Tatsache, dass es sich um eine Parallelschaltung einer Feder und eines 
Maxwellschen Elementes handelt, können wir wiederum sofort schreiben 

 ( )/
0 1 2( ) tt G G e τσ ε −= + . (8.73) 

Dividiert durch 0ε  ergibt sich die normierte Spannung,  die wir als zeitlich abhängigen Modul 

bezeichnet haben: 

 ( )/
0 1 2( ) / tG t G G e τσ ε −= = + . (8.74) 

Er relaxiert vom Wert 0 1 2 2G G G G= + ≈  für 0t =  zum Wert 1G G∞ =  für t → ∞ .  

8.4.8 Einfluss der Temperatur auf rheologische Eigenschaften  

Die endliche Zeit der Spannungsrelaxation ist physikalisch durch kinetische Prozesse der 
"Auseinanderwicklung" von Polymermolekülen bedingt. Dies sind thermisch aktivierte Pro-
zesse; sie hängen daher stark von der Temperatur ab. Da die Relaxationszeit im komplexen 
Modul (8.72)  nur in der Kombination ( )Tωτ , und in dem zeitlich abhängigen Modul (8.74) 
nur in der Kombination / ( )t Tτ  erscheint: 
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 ( ) ( / ( ))G t F t Tτ= ,    ˆ ( ) ( ( ))G Q Tω ωτ= , (8.75) 

unterscheiden sich Frequenz- bzw. Zeitverläufe von Modulen im logarithmischen Maßstab 
nur durch eine Verschiebung der gesamten Kurve als Ganzes parallel zur Zeit- bzw. Fre-
quenz-Achse um den Betrag 2 1log( ( ) / ( ))T Tτ τ  (Abb. 8.17). Aus diesen Gründen nennt man 

log ( )Tτ  auch Shift-Funktion. 
Bei der Beschreibung von rheologischen Eigenschaften von Elastomeren wird sehr oft da-

von ausgegangen, dass die oben gemachte Annahme (8.75) auch dann gilt, wenn die Rheolo-
gie nicht durch das oben gezeigte einfache Modell beschrieben wird. Williams, Landel und 
Ferry haben 1955 für die Shift-Funktion eine analytische Approximation vorgeschlagen, die 
zwei Konstanten 1C  und 2C enthält und als WLF-Funktion bekannt ist. Die Konstanten sind 

für jede Gummisorte experimentell zu bestimmen: 

 ( )
1

1 1
2 2

( ) 1
log ( ) 1

1
g

g g

C T T
T C

C T T C T T
τ

−

 −
 = = −
 + − + − 

. (8.76) 

gT  ist die so genannte Verglasungstemperatur.  
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Abb. 8.17  Relaxationsfunktion (a) und frequenzabhängiger Modul (b) bei zwei Temperaturen. Die kleinere 
Relaxationszeit 1τ  entspricht einer höheren Temperatur als die (in diesem Beispiel ca. 100 mal größere) 

Relaxationszeit 2τ . 

8.4.9 Masterkurven 

Die Annahme (8.75) wird zur experimentellen Wiederherstellung der gesamten Relaxations-
kurve mittels Messungen in einem begrenzten Zeitintervall benutzt. Betrachten wir beispiels-
weise die Spannungsrelaxation bei einem Zugversuch: Die Probe wird schnell um 1%ε =  de-
formiert, und anschließend die Spannung als Funktion der Zeit gemessen. Experimentell gibt 
es nur begrenzte Möglichkeiten, die Zeit bei solchen Experimenten aufzulösen. Wir werden 
als Beispiel die Spannungsrelaxation im Zeitfenster von 3 bis 600 s nach der plötzlichen De-
formation untersuchen: kürzere Zeiten sind schwierig zu realisieren, während größere Zeiten 
zu praktisch nicht akzeptablen Laufzeiten des Experiments führen. 

Experimentelle Ergebnisse bei verschiedenen Temperaturen können im doppellogarithmi-
schen Maßstab wie in Abb. 8.18 aussehen. Wir gehen von der Hypothese aus, dass die bei 
verschiedenen Temperaturen gemessenen Kurven nur gegeneinander verschobene Teile der-
selben Kurve sind. Man versucht nun, diese Teile so zu verschieben, dass sie eine ganze Kur-
ve bilden (Abb. 8.19). 
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Dieses Verfahren zeigt sich erfolgreich und führt zu einer „experimentellen“ Relaxations-
kurve in einem Zeitintervall, das einer direkten experimentellen Messung unzugänglich ist 
(z.B. vom Submillisekunden-Bereich bis zu Jahren). Diese Kurve nennt sich „Masterkurve“. 
Die Verschiebung ist dabei bei verschiedenen Temperaturen bzw. in verschiedenen Zeitberei-
chen nicht die gleiche, was Unterschiede in den Aktivierungsenergien auf verschiedenen Ska-
len widerspiegelt.  

10000

1000

100

10

1

log Zeit t [s]

1,00E-12 1,00E-08 1,00E-04 1,00E+00 1,00E+04 1,00E+08 1,00E+12

Isothermes

T= -50°C

T= -19°C

T= -10°C

T= -5°C

T= 20°C

T= -25°C

T= -30°C

T= -40°C

lo
g

 G
-M

o
d

u
lu

s 
[M

P
a]

 

Abb. 8.18  Messungen der Spannungsrelaxation bei verschiedenen Temperaturen im gegebenen Zeitfenster. 
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Abb. 8.19  Die Abschnitte der Spannungs-Relaxations-Kurven bei verschiedenen Temperaturen (im 
doppellogarithmischen Maßstab) werden so verschoben, dass sie eine einzige Masterkurve bilden. 

8.4.10 Prony-Reihen 

Die mit den oben genannten Methoden erhaltene Masterkurve unterscheidet sich wesentlich 
von der Relaxationskurve in dem oben beschriebenen einfachen Modell aus einer parallelge-
schalteten Feder und einem Maxwell-Element. Der Übergang vom großen „Glasmodul“ bei 
sehr kleinen Zeiten zum kleinen „Gummimodul“ bei sehr großen Zeiten findet in realen Elas-
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tomeren nicht in einem engen Zeitintervall um τ statt,  sondern erstreckt sich über mehrere 
Größenordnungen in der Zeit. Daher muss das Modell angepasst werden. 
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Abb. 8.20  Doppellogarithmische Darstellung des zeitlich abhängigen Schubmoduls für das einfache 
rheologische Modell (durchgezogene Kurve) und ein reales Elastomer. 

Eine Anpassung kann erreicht werden, indem man statt eines Maxwell-Elements mit einer 
Relaxationszeit τ  eine Reihe von Elementen mit verschiedenen Relaxationszeiten parallel zu-
einander schaltet (Abb. 8.21). Durch eine ausreichend große Zahl von Maxwell-Elementen 
lässt sich jede Relaxationsfunktion ausreichend gut abbilden. Dieses Modell nennt man 
Prony-Reihe.  
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Abb. 8.21  Prony-Reihe. 

Die Relaxation des G -Moduls wird in diesem Modell gegeben durch  
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Man kann diese Gleichung  auch auf eine Integralform verallgemeinern: 
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Der komplexe Schubmodul ist gegeben durch 
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oder in der Integralform 
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Statt einer für ein Maxwellsches Element charakteristischen exponentiellen Abnahme der 
Spannung mit der Zeit findet man bei vielen Elastomeren eine Abnahme, die durch eine Po-
tenzfunktion beschrieben werden kann. Um eine solche Relaxationsfunktion zu beschreiben, 
muss auch die Gewichtsfunktion ( )g τ  in den Gleichungen (8.78) und (8.80) als Potenzfunk-

tion gewählt werden: ( ) sg τ τ −∝ . Die Relaxationsfunktion wird dann durch die Wahl der Pa-

rameter 0 1 1 2,  ,  s,  und G G τ τ  vollständig parametrisiert.  

Zur Illustration berechnen wir die Relaxation des Schubmoduls in einem Modell mit den 
folgenden Parametern: 0 1G = , 1 1000=G , .., 2

2 10τ = , 2
1( )g τ τ τ −= . Einsetzen in (8.78) liefert 
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Abb. 8.22  Zeitlich abhängiger Schubmodul laut (8.81). 

Das Ergebnis ist in der Abb. 8.22 dargestellt. Man sieht, dass im mittleren Bereich, zwischen 

1 2tτ τ≪ ≪ , die Abhängigkeit im doppellogarithmischen Maßstab linear mit der Steigung -1 

ist: Die Spannung nimmt in diesem Bereich nach einem Potenzgesetz 1G t−∝  ab. 
Für den Frequenzgang des komplexen Moduls erhalten wir 

 

( ) ( )
2

1

2

0 1 1 0 1 1 2 12 2

2 2 2
2 11

1 12 2 2 2
1 2

arctan arctan ,
1

1
( ) ln ,

1

G G G d G G

G G

τ

τ

ωω τ τ ωτ ωτ ωτ
ω τ

τ ω τω τ ω
τ ω τ

′ = + = + −
+

 +′′ =  + 

∫
 (8.82) 

(siehe Abb. 8.23). Im mittleren Frequenzbereich 2 11/ 1/τ ω τ≪ ≪  gilt: 
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Abb. 8.23  Real- und Imaginärteil des frequenzabhängigen Moduls nach Gleichung (8.83) 

Aufgaben 

Aufgabe 1: Stoßzahl für ein viskoelastisches Material. Ein Block aus einem 
viskoelastischen Material stößt gegen eine starre Wand mit der Geschwindigkeit 0v  und 

springt wieder ab mit einer kleineren Geschwindigkeit 1v . Zu bestimmen ist die Stoßzahl 

1 0/e v v= . Der Block soll vereinfachend als eine starre Masse m  mit einer Feder-Dämpfer-

Kombination (Steifigkeit c , Dämpfungskonstante η ), wie in Abb. 8.24 gezeigt, modelliert 
werden. 

m

v0

 

Abb. 8.24  Modell eines viskoelastischen Blocks beim Zusammenstoß mit einer Wand. 

Lösung: Ab dem Zeitpunkt des ersten Kontaktes haben wir es mit einem gedämpften Oszilla-
tor zu tun. Die Bewegungsgleichung lautet 

0mx x cxη+ + =ɺɺ ɺ  

oder  
2
02 0x x xδ ω+ + =ɺɺ ɺ  

mit 2 / mδ η=  und 2
0 /c mω = . Die Anfangsbedingungen lauten (0) 0x =  und 0(0)x v=ɺ . Die 

Lösung der Bewegungsgleichung mit den gegebenen Anfangsbedingungen lautet: 

0( ) sintv
x t e tδ ω

ω
−= ɶ

ɶ
,    ( )0( ) sin costv

x t e t tδ δ ω ω ω
ω

−= − +ɶ ɶ ɶɺ
ɶ

 

mit 2 2
0ω ω δ= −ɶ . Der Block bleibt im Kontakt mit der Wand solange die Druckkraft auf die 

Wand F x cxη= +ɺ  positiv bleibt. Der letzte Kontaktzeitpunkt *t bestimmt sich aus der Glei-
chung 
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( )* 2 * 2 2 * *0
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Daraus folgt 
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Die Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt ist gleich 

( )** * *0( ) sin costv
x t e t tδ δ ω ω ω

ω
−= − +ɶ ɶ ɶɺ

ɶ
. 

Die Stoßzahl berechnet sich somit zu 
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Diese Abhängigkeit ist in Abb. 8.25 gezeigt.  
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Abb. 8.25  Abhängigkeit der Stoßzahl vom Dämpfungsgrad des viskoelastischen Materials. 

Aufgabe 2: Messung des komplexen G-Moduls.  Eine einfache Methode zur Bestimmung 
des Speicher- und Verlustmoduls von Elastomeren bietet das Torsionspendel (Abb. 8.26). 
Hierbei wird eine zylindrische Probe mit dem Radius Rund der Länge l  aus einem Elastomer 
an einem Ende fest eingespannt und am anderen Ende mit einem Rotationsträgheitsmoment 
Θ  verbunden. Das Pendel wird zum Zeitpunkt 0t =  aus dem Gleichgewicht ausgelenkt und 
losgelassen. Aus der gemessenen Schwingungsfrequenz und Dämpfung sind der Speicher- 
und Verlustmodul zu bestimmen. 

 
Lösung: Für das Torsionsmoment eines elastischen Stabes gilt: 

pI
M G

l
ϕ= − , 

wobei pI  das polare Flächenträgheitsmoment des Querschnitts ist: 
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4

2p

R
I

π= . 

Bei einer periodischen Anregung mit der Kreisfrequenz ω  gilt diese Gleichung auch für ei-
nen Stab aus einem Elastomer, wenn Gϕ  durch 

G
G Gϕ ϕ ϕ

ω
′′′= + ɺ  

ersetzt wird. Das sieht man daran, dass dieser Ausdruck bei einer komplexen Anregung 

0( ) i tt eωϕ ϕ=  genau das Produkt aus dem komplexen Modul und dem Verdrehungswinkel lie-

fert: ( ) ( )( )Ĝ G iGϕ ω ω ϕ′ ′′= + . Somit lautet der Drehimpulssatz für das Rotationsträgheits-

moment 

0p pI IG
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ω
′′ ′Θ + + =ɺɺ ɺ . 

Diese Gleichung beschreibt eine gedämpfte Schwingung mit der Kreisfrequenz 
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und dem logarithmischen Dekrement 
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Für den Speicher- und Verlustmodul ergibt sich 
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Verschiedene Frequenzen lassen sich durch Änderung des Trägheitsmomentes Θ  „abtasten“.
  
 

 

Abb. 8.26  Aufbau eines Torsionspendels zur Messung des komplexen G-Moduls. 
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8.5 Gummireibung und Kontaktmechanik von Gummi 

Die Natur der Reibung zwischen Gummi und einer harten Unterlage ist von großer Bedeutung 
für viele technische Anwendungen. Gummireibung unterscheidet sich wesentlich von der 
Reibung von „harten“ Stoffen wie Metallen oder Keramiken. Vor allem durch die Arbeiten 
von Grosch (1962) wurde klar, dass die Gummireibung sehr eng mit der inneren Reibung im 
Gummi zusammenhängt. Das wird unter anderem dadurch bestätigt, dass der Reibungskoeffi-
zient eine Temperaturabhängigkeit aufweist, die mit der Temperaturabhängigkeit des kom-
plexen Schubmoduls korreliert. Dies ist ein Zeichen dafür, dass die Gummireibung eine Vo-
lumeneigenschaft ist. 

8.5.1 Reibung zwischen einem Elastomer und einer starren rauen Oberfläche 

Man kann die Reibungskraft auf zweifache Weise bestimmen – entweder durch eine direkte 
Berechnung der tangentialen Kraftkomponenten und deren Mittelung oder durch Berechnung 
der Energieverluste, die durch Materialdeformation verursacht werden. Ist bei einer makro-
skopisch gleichmäßigen Bewegung mit der Geschwindigkeit v  die Energie Wɺ  pro Sekunde 
dissipiert, so kann die gesamte Verlustleistung vom makroskopischen Gesichtspunkt der Rei-
bungskraft zugeschrieben werden, somit gilt 

 RW F v=ɺ . (8.84) 

Die Reibungskraft bestimmt sich daraus als Verhältnis der Verlustleistung zur Gleitgeschwin-
digkeit  

 R

W
F

v
=
ɺ

. (8.85) 

In einem Kontakt zwischen einer starren Oberfläche und einem Elastomer kann Energie nur 
durch Deformation des Elastomers dissipiert werden. Aus diesem Grunde spielen die Rauig-
keiten der starren Oberfläche und der Oberfläche des Elastomers völlig verschiedene Rollen.  
Das wird durch Abb. 8.27 illustriert. Gleitet ein Elastomer auf einer glatten starren Ebene 
(Abb. 8.27 a), so gibt es keine zeitliche Änderung des Deformationszustandes des Elastomers 
und somit keine Verlustleistung: Die Reibung ist gleich Null. Gleitet dagegen ein glatter 
Elastomer auf einer rauen Oberfläche (Abb. 8.27 b) so hängt der lokale Deformationszustand 
einzelner Bereiche des Elastomers von der Zeit ab und die Energie wird dissipiert. Daraus 
folgt, dass für die Elastomerreibung die Rauigkeit der Oberfläche des Elastomers nur eine ge-
ringe Rolle spielt: Die Reibung wird im Wesentlichen durch die Rauigkeit der starren Ober-
fläche bestimmt. Im Weiteren betrachten wir daher die Reibung zwischen einer rauen starren 
Oberfläche und einem Elastomer, dessen Oberfläche wir als eben annehmen.  

a b  

Abb. 8.27  (a) Ein rauer Gummiblock auf einer glatten starren Ebene und (b) ein glatter Gummiblock auf einer 
rauen starren Ebene. 

Wir wollen die Deformation und Energiedissipation im Elastomer berechnen. Dabei benut-
zen wir Ergebnisse aus der Kontaktmechanik rauer Oberflächen3. Wird die raue Oberfläche 
durch den quadratischen Mittelwert l  der Höhenstreuung von “Kappen” und einem Mittel-

                                                 
3 V. L. Popov, Kontaktmechanik und Reibung, 2010 
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wert R  der Krümmungsradien der Kappen charakterisiert, so gilt für die mittlere Kontaktflä-
che eines Asperiten 

 A Rl∆ ≈ . (8.86) 

Der charakteristische Durchmesser eines Mikrokontaktes ist demnach gleich 

 r A Rl≈ ∆ ≈ . (8.87) 

Bei einer Gleitgeschwindigkeit v  wird ein Bereich mit den charakteristischen Ausmaßen r  in 
der Zeit  

 
r Rl

t
v v

≈ ≈  (8.88) 

„überfahren“. Die für diesen Prozess charakteristischen Frequenzen haben die Größenordnung 

 
1

t r

νω ≈ ≈ɶ . (8.89) 

Für den mittleren Druck in Mikrokontakten gilt 

 1 *NF
E z

A
σ κ −= = ∇  (8.90) 

mit 2κ ≈ . Mit z∇  bezeichnen wir den quadratischen Mittelwert der Steigung der Oberfläche3 

 2z z′∇ = . (8.91) 

Der effektive Elastizitätsmodul für Gummi ist gleich4 

 *
2 2

2(1 )
4

1 1

E G
E G

ν
ν ν

+= = ≈
− −

. (8.92) 

Da der Schubmodul frequenzabhängig ist, muss in (8.90) die charakteristische Frequenz 
(8.89) eingesetzt werden: 

 ( )1 ˆ4 G zσ κ ω−= ∇ɶ . (8.93) 

Dabei haben wir den Betrag des frequenzabhängigen Moduls eingesetzt, da für den Zusam-
menhang zwischen den Amplituden der Spannung und der Deformation der Betrag des kom-
plexen Moduls maßgeblich ist. Zur Berechnung der Energiedissipation im Einheitsvolumen 
eines Mikrokontaktes benutzen wir die Gleichung  
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 (8.94) 

aus dem vorigen Kapitel. Multipliziert mit der Tiefe des wesentlich deformierten Volumens 
r≈  ergibt sie die Verlustleistung pro Flächeneinheit und bezogen auf die Normalspannung 

den Reibungskoeffizienten: 

 
( / )

ˆ ( / )

G v r
z

G v r
µ ξ ′′

= ∇ . (8.95) 

                                                 
4 Gummi kann als praktisch nicht kompressibles Medium angenommen werden. Dementsprechend ist  die Poisson-Zahl in guter Nä-
herung gleich 1/ 2ν ≈ . 
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ξ  ist hier ein dimensionsloser Koeffizient der Größenordnung 1, der durch eine genauere Be-
rechnung zu ermitteln ist. Numerische Simulationen zeigen, dass 1ξ ≈  ist. 

Im mittleren Frequenzbereich gilt für viele Gummisorten ′′ ′≫G G . Daraus folgt 
( / )

1
ˆ ( / )

G v r

G v r

′′
≈ . Für den Reibungskoeffizienten gilt dann  

 zµ ≈ ∇ . (8.96) 

Im mittleren Frequenzbereich erhalten wir somit ein sehr einfaches Ergebnis: Der Reibungs-
koeffizient ist gleich dem quadratischen Mittelwert der Steigung der Oberfläche. Dieses Er-
gebnis hat eine einfache physikalische Bedeutung, die durch Abb. 8.28 illustriert wird: Für ei-
nen rein imaginären Schubmodul kann das Medium schnell eingedrückt werden, relaxiert aber 
nur langsam zurück, so dass sich die Kontaktkonfiguration ergibt, die qualitativ in Abb. 8.28 
gezeigt ist. Da der Gummi aus diesem Grunde überall nur auf einer Seite der Rauheitserhö-
hungen im Kontakt mit der Unterlage ist, ist es klar, dass der Reibungskoeffizient, den wir als 
Verhältnis der horizontalen Kraft zur Normalkraft definieren, in etwa der mittleren Steigung 
der Oberfläche in Kontaktgebieten gleich ist. Wie numerische Simulationen zeigen, kann die-
se für zufällig raue Oberflächen in Zusammenhang mit der mittleren Steigung der Oberfläche 
gebracht werden, wodurch sich (8.96) ergibt. 

v

 

Abb. 8.28  Viskoelastisches Material im Kontakt mit rauer Oberfläche. 

Untersuchen wir ausführlich die Gleichung (8.95). Als erstes bemerken wir, dass 
( / )

ˆ ( / )

G v r

G v r

′′
 

immer kleiner oder gleich 1 ist. Der Reibungskoeffizient kann daher nie größer werden als die 
mittlere Steigung der Oberfläche5. Für das „Standardmodell“ für Gummi, bestehend aus einer 
Feder und einem Maxwellschen Element, ist der frequenzabhängige Modul unter Berücksich-
tigung von 1 2G G≪  gleich  
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. (8.97) 

Für den Reibungskoeffizienten erhalten wir mit 2: / Gτ η=  

 
( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2

1 2

2 2 2

1 2

1 /

/
   ,

1 / / /

z
G G

v v
z

v v G G v v

ωτµ
ωτ ωτ

≈ ∇
+ +

= ∇
+ +

ɶ

ɶ ɶ

 (8.98) 

wobei hier die charakteristische Geschwindigkeit  

 
r

v
τ

=  (8.99) 

                                                 
5 Das gilt in dem hier betrachteten Kontakt ohne Adhäsion. 
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eingeführt wurde. Die Abhängigkeit (8.98) ist in Abb. 8.29 dargestellt. Für Geschwindigkei-
ten im Intervall ( )1 2/v G G v v< <  bleibt der Reibungskoeffizient ungefähr konstant und 

gleich z∇ . Zu bemerken ist aber, dass dabei die in Mikrokontakten herrschende Spannung 
sich laut (8.93) von 1

1 14 G zσ κ −= ∇  bei kleinen Geschwindigkeiten bis 1
2 24 G zσ κ −= ∇  bei 

großen Geschwindigkeiten ändert. Bei großen Gleitgeschwindigkeiten ist daher das Material 
in Mikrobereichen stärker beansprucht. 
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Abb. 8.29  Abhängigkeit des Reibungskoeffizienten von der Gleitgeschwindigkeit im „Standardmodell“ mit 
4

2 1/ 10G G = . 

Für das rheologische Modell mit einer kontinuierlichen Verteilung von Relaxationszeiten, 
welches im vorigen Kapitel untersucht wurde, erhalten wir 
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 (8.100) 

Der entsprechende Reibungskoeffizient als Funktion der Gleitgeschwindigkeit ist in 
Abb. 8.30 dargestellt. Anders als im Standardmodell kann der Reibungskoeffizient in einem 
realen Gummi bei einer Geschwindigkeitsänderung um mehrere Zehnerpotenzen ungefähr 
konstant bleiben. Im „Plateaubereich“ ist er auch in diesem Fall ungefähr gleich der mittleren 
Steigung∇z  der Oberfläche. 

Auch die Temperaturabhängigkeit des Reibungskoeffizienten wird durch die Temperatur-
abhängigkeit des komplexen Schubmoduls bestimmt: Als Funktion von log( )v  verschiebt 
sich die Kurve (µ -..) in der gleichen Richtung und um den gleichen Betrag wie der frequenz-
abhängige Schubmodul. Diese Eigenschaft wird bei der Messung des Reibungskoeffizienten 
zur Konstruktion von Masterkurven benutzt – auf die gleiche Weise, wie bei der „Messung“ 
des frequenzabhängigen Schubmoduls. Dadurch kann man Geschwindigkeitsbereiche erfas-
sen, welche einer direkten Messung nicht zugänglich sind. Bei Temperaturerhöhung ver-
schiebt sich die Kurve nach rechts (in den Bereich von größeren Geschwindigkeiten). Eine für 
eine bestimmte Temperatur erstellte Masterkurve im Zusammenhang mit der WLF-Shift-
Funktion bestimmt somit den Reibungskoeffizienten bei beliebigen Temperaturen und Ge-
schwindigkeiten. Experimentelle Daten (Masterkurven) für zwei Elastomere sind in Abb. 8.31 
dargestellt. 
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Abb. 8.30  Reibungskoeffizient als Funktion der Gleitgeschwindigkeit für die Prony-Reihe nach Abb. 8.21 und 
den diesem Modell im Unterkapitel 8.4 zugeordneten Parametern. 
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Abb. 8.31  Experimentelle Daten von Grosch für die Abhängigkeit des Reibungskoeffizienten von zwei 
Gummisorten auf verschiedenen Unterlagen (K. A. Grosch, The relation between the friction and visco-elastic 
properties of rubber. Proc.Roy.Soc., A2 74, (1963) 21). 

8.5.2 Rollwiderstand 

Auch bei reinem Rollen ohne Schlupf gibt es im Fall von Elastomeren Energiedissipation und 
den damit verbundenen Widerstand. In der Regel ist es gewünscht, dass sich dieser Wider-
stand minimiert, während die Gleitreibung gleichzeitig maximiert wird. Das ist möglich, da 
der charakteristische Frequenzbereich für das Gleiten /Gleiten vω λ≈  (wobei λ  die charakteris-

tische Wellenlänge der Rauigkeit der Straße von der Größenordnung 10 100 mµ−  ist) und die 

charakteristische Frequenz für Rollen /Rollen v aω ≈  (a  ist der Kontaktradius von der Größen-

ordnung 5 cm)  sich um zwei bis drei Größenordnungen unterscheiden. Für den Normalbe-
trieb eines Rades ist es erwünscht, dass in dem Frequenzbereich Gleitenω  der Verlustmodul 

größer als der Speichermodul ist: G G′′ ′≥ , während in dem Frequenzbereich Rollenω  umge-

kehrt G G′′ ′≪  gilt (Abb. 8.32).  
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Abb. 8.32  Frequenzabhängige Speicher- und Verlustmodule für ein im Unterkapitel 8.4 beschriebenes 
rheologisches Modell eines Elastomers. Damit der Rollwiderstand klein und die Gleitreibung groß (und 
konstant) bleiben, müssen die Betriebsbedingungen so gewählt werden, dass die für das Rollen 
charakteristischen Frequenzen im linken hervorgehobenen Frequenzbereich liegen und die für das Gleiten 
charakteristischen Frequenzen dem rechten hervorgehobenen Frequenzbereich entsprechen. 

In dem Frequenzbereich, in dem die beim Rollen gewünschte Bedingung G G′′ ′≪  erfüllt ist, 
hängt der Speichermodul praktisch nicht von der Frequenz ab und fällt mit dem statischen 
Modul G∞  zusammen. Wir können daher in erster Näherung annehmen, dass wir es mit ei-

nem rein elastischen Hertzschen Kontakt zu tun haben. 
Die Energieverluste beim Rollen können wir abschätzen, indem wir das Rollen als „konti-

nuierliches, wiederholtes Aufstellen“ eines Rades betrachten. Beim Rollen einer Kugel mit 
dem Radius R  auf einer starren Ebene gelten für die Normalkraft NF  und für den Kontaktra-

dius a  die Hertzschen Beziehungen: 

 * 1/2 3/2 1/2 3/24 16

3 3NF E R d G R d∞≈ ≈ , (8.101) 

 2a Rd≈ ,  (8.102) 

wobei d  die Eindrucktiefe ist. Die charakteristische Frequenz schätzen wir mit 

 
v

a
ω ≈  (8.103) 

ab, die Amplitude der Deformation mit  

 0

d

a
ε ≈ . (8.104) 

Für die Verlustleistung in einem Einheitsvolumen erhalten wir  

 
2

2
0

1 1
( )

2 2

v d v
P G G

a a a
ωε ω    ′′ ′′= ≈    

   
 (8.105) 

und für die Verlustleistung im gesamten Kontaktvolumen ( )3
2a∼  

 24
v

W vd G
a
 ′′≈  
 

ɺ . (8.106) 

Indem wir die Verlustleistung durch die Geschwindigkeit dividieren, erhalten wir die Wider-
standskraft 
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 24w

v
F d G

a
 ′′≈  
 

. (8.107) 

Bei kleinen Frequenzen ist der Verlustmodul immer proportional zur Frequenz und kann da-
her in der Form 

 ( )G ω ηω′′ =  (8.108) 

geschrieben werden, wobei η  die dynamische Viskosität bei kleinen Frequenzen ist. Für die 
Widerstandskraft ergibt sich 

 
22 3

2
4 4w

a v a
F v

R a R
η η   ≈ =   

  
. (8.109) 

Mit dem Hertzschen Ergebnis3, das wir mit den hier benutzten Bezeichnungen in der Form 

 3 3

16
NRF

a
G∞

=  (8.110) 

umschreiben, erhalten wir für die Widerstandskraft  

 
3 3

4 4w N N

v v
F F F

G R R

η τ
∞

≈ =  (8.111) 

und für den „Rollreibungskoeffizienten“ 

 
3

4
W

Rollen
N

F v

F R

τµ = ≈ , (8.112) 

wobei / Gτ η ∞=  die Relaxationszeit des Elastomers ist. Diese Gleichung ist bis zu einem di-

mensionslosen Koeffizienten der Größenordnung 1 gültig. Die Rollreibung ist demnach pro-
portional zum Produkt aus der Rollgeschwindigkeit und der (größten) Relaxationszeit von 
Gummi und umgekehrt proportional zum Krümmungsradius der Kugel.  

8.5.3 Adhäsiver Kontakt mit Elastomeren  

Bisher haben wir angenommen, dass es keine adhäsiven Kräfte zwischen Elastomer und star-
rer Oberfläche gibt. Bei ausreichend glatten Oberflächen ist dies nicht der Fall. Betrachten wir 
nun einen adhäsiven Kontakt zwischen einer starren Kugel und einem Elastomer mit ebener 
Oberfläche (Abb. 8.33). Der Rand des Kontaktes kann als Rissspitze betrachtet und behandelt 
werden6. Im Gleichgewicht kann das Elastomer als ein elastischer Körper mit dem statischen 
Schubmodul G∞  und einem effektiven Elastizitätsmodul   

 ( )
( )

*
2

2 1 2
4

11

G G
E G

ν
νν

∞ ∞
∞

+
= = =

−−
 (8.113) 

angenommen werden. Im Gleichgewicht gilt für den Zusammenhang zwischen der Normal-
kraft NF  und dem Kontaktradius a  die JKR-Gleichung:  

                                                 
6 Die ursprüngliche Theorie von Johnson, Kendall und Roberts basierte genau auf dieser Analogie. 
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1/23 * 34 8

*
3 *N

a a
F E

R E

γ π  
= −  

   
. (8.114) 

*γ  ist hier die effektive Grenzflächenenergie, d.h. die zur Erzeugung einer Einheits-
Grenzfläche erforderliche Energie. Die Bedingung (8.114) können wir in einer Form darstel-
len, in der es bequem ist, den Kontaktrand als eine Rissspitze zu behandeln. Zu diesem Zwe-
cke lösen wir zunächst die Gleichung (8.114) nach *γ  auf: 

 
2* 3

*
3 *

4 1

3 8N

E a
F

R a E
γ

π
 

= − 
 

. (8.115) 

Da die effektive Oberflächenenergie *γ  gleich der Streckenlast ist, die versucht, „den Riss zu 
schließen“, d.h. die Grenze des Risses so zu verschieben, dass der Kontaktradius größer wird, 
können wir die Gleichung (8.115) als eine Gleichgewichtsbedingung für Linienkräfte an der 
Rissspitze interpretieren. Auf der linken Seite steht die Linienkraft, die durch van-der-Waals-
Kräfte zwischen den Oberflächen bedingt ist. Auf der rechten Seite soll sinngemäß die Li-
nienkraft stehen, die sich aus den elastischen Deformationen des Kontinuums ergibt und in 
entgegengesetzter Richtung wirkt. Indem wir die rechte Seite der Gleichung (8.115) mit D  
bezeichnen 

 
2* 3

3 *

4 1

3 8N

E a
D F

R a Eπ
 

= − 
 

 (8.116) 

können wir die Gleichgewichtsbedingung in der Form  

 * Dγ =  (8.117) 

schreiben.  
R

a
Elastomer

starre Kugel

 

Abb. 8.33  Kontakt zwischen einer starren Kugel und einem Elastomer. Die Kontaktgrenze kann als ein Riss 
betrachtet werden. 

Die Differenz *D γ−  kann als „treibende Kraft“ für die Rissspitze betrachtet werden. Im 
Gleichgewicht verschwindet sie. Ändert sich die Normalkraft, so ist die Risslinie nicht mehr 
im Gleichgewicht. In einem rein elastischen Körper würde sich der Riss unter Einwirkung ei-
ner konstanten „Kraft“ *D γ−  beschleunigen bis er eine Geschwindigkeit von der Größen-
ordnung der Geschwindigkeit von Oberflächenwellen im elastischen Kontinuum (Rayleigh-
Wellen) erreicht hat. In einem viskoelastischen Körper wird er aufgrund der intensiven Dissi-
pation eine endliche Geschwindigkeit erreichen. Bei einer langsamen Bewegung zeigt es sich, 
dass der größte Teil des Kontaktgebietes als rein elastisch betrachtet werden kann. Die gesam-
ten Energieverluste sind dagegen nur einer relativ kleinen „Prozesszone“ an der Rissspitze zu 
verdanken. Maugis und Barquins haben die folgende kinetische Gleichung vorgeschlagen, die 
die effektive Streckenlast *D γ−  mit der Fortschrittsgeschwindigkeit v  des Risses verbindet: 

 ( )* * ( )D T vγ γ τ− = Φ , (8.118) 
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wobei ( )Tτ  die Williams-Landel-Ferry-Funktion ist. Die dimensionslose Funktion ( )( )T vτΦ  

hängt im mittleren Geschwindigkeitsbereich typischerweise nach einem Potenzgesetz von der 
Geschwindigkeit v  ab: 

 ( )( ) ( ) nT v T vτ αΦ = . (8.119) 

Die Potenz n  liegt typischerweise zwischen 0,25 und 0,7. Als Beispiel ist in Abb. 8.34 die 
Funktion Φ  für Glaskugeln auf Polyurethan gezeigt. Die Gleichungen (8.118) und (8.119) er-
lauben, die Kinetik der Adhäsionsprozesse unter verschiedenen Beanspruchungen zu untersu-
chen (s. z.B. Aufgabe 3 zu diesem Kapitel). 
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Abb. 8.34  “Dissipationsfunktion“ Φ  als Funktion der Rissausbreitungsgeschwindigkeit für Glaskugeln auf 
Polyurethan für zwei Krümmungsradien und zwei Temperaturen. Die gleiche Masterkurve erhält man auch aus 
Peeling-Experimenten mit verschiedenen Stempeln. Aus: Barquins, M, „Adherence, Friction and Wear of Rub-

ber-Like Materials“, Wear, v. 158 (1992) 87-117. Die gezeigte Abhängigkeit kann mit ( )0.6

010 /v vΦ ≈ ⋅  und 

0 1 /v m sµ=  approximiert werden. 

Aufgaben 

Aufgabe 1: Eine starre Oberfläche sei eine Superposition von zwei Zufallsfunktionen, die ei-
ne mit einem charakteristischen Wellenvektor 1k  und dem quadratischen Mittelwert der Stei-

gung 1z∇ , die andere mit einem charakteristischen Wellenvektor 2 1k k≫  und dem quadrati-

schen Mittelwert der Steigung 2z∇ . Zu bestimmen ist der Reibungskoeffizient zwischen 

dieser Oberfläche und einem Elastomer. 
 

Lösung: Wir wissen, dass die Beiträge zum Reibungskoeffizient von verschiedenen Skalen 
additiv sind – solange die Beiträge einzelner Skalen viel kleiner als 1 sind (praktisch kleiner 
0,3).  

Untersuchen wir zunächst eine raue Oberfläche mit einem charakteristischen Wellenvektor 

1k  und der Streuung der Wellenvektoren von der gleichen Größenordnung. Die Rauigkeit und 

die Höhenstreuung 1l  bei einer Oberfläche mit solchen spektralen Eigenschaften haben die 

gleiche Größenordnung 1 1l h≈ . Den Krümmungsradius der Maxima können wir abschätzen, 

indem wir die Fläche lokal als ( )2 21
1 1 1 12cos 1z h k x h k x= ≈ −  darstellen. Die Krümmung in ei-

nem Maximum hat die Größenordnung 2
1 11/ (0)R z h k′′= ≈ . Der charakteristische Durchmes-

ser eines Mikrokontaktes wird mit  
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1
2

1 1 1

1h
r Rl

h k k
≈ ≈ =  

abgeschätzt und ist demnach von derselben Größenordnung wie die charakteristische Längen-
skala der Welligkeit der Oberfläche ( 1 / 2λ π≈ , wobei 1λ  die charakteristische Wellenlänge 

ist).  
Gäbe es nur eine Skala mit dem charakteristischen Wellenvektor 1k , so könnte zur Berech-

nung des Reibungskoeffizienten die Gleichung (8.95) benutzt werden, die wir in die Form 

1
1 1

1

( )

( )

G k v
z

G k v
µ

′′
≈ ∇ ⋅  

umschreiben. Sind Unebenheiten in zwei Skalen vorhanden, so summieren sich die Beiträge 
zum Reibungskoeffizienten (solange diese Beiträge einzeln viel kleiner als 1 sind) zu 

1 2
1 2 1 2

1 2

( ) ( )

( ) ( )

G k v G k v
z z

G k v G k v
µ µ µ

′′ ′′
≈ + ≈ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ . 

 

Aufgabe 2: Zu bestimmen ist der Rollwiderstandskoeffizient eines starren Rades auf einer 
elastischen Schicht, die aus einer Reihe von gleichen Elementen besteht („Winklersche Bet-
tung“, s. Abb. 8.35). Jedes Element soll aus einer Feder (Steifigkeit cdx) und einem parallel 
geschalteten Dämpfer (Dämpfungskonstante δ dx) bestehen. 

v

der erste
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d

z

0
D z(x)
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axx0

 

Abb. 8.35  Ein starres Rad wird unbeweglich gehalten. Eine starre Platte mit darauf geklebter viskoelastischer 
Schicht, die hier als Winklersche Bettung modelliert wird, wird nach links mit der Geschwindigkeit v  bewegt. 
Die „Eindrucktiefe“ ist konstant und gleich d . 

Lösung: Die Form des Rades in der Nähe des Kontaktpunktes approximieren wir mit  

2

2

x
z d

R
= − + , 

wobei d  die Eindrucktiefe ist. Für die Steigung im Punkt x  ergibt sich tan /z x Rθ ′= = . Ei-
ne Bewegung der Unterlage in der negativen Richtung mit der Geschwindigkeit v  führt zu 
einer Federbewegung in vertikaler Richtung mit der Geschwindigkeit /z vz vx R′= − = −ɺ . Die 
auf die Scheibe seitens der Feder wirkende Kraft ist gleich 

( ) ( )
2

2z

x x
dF cz z dx cz vz dx c d v dx

R R
δ δ δ

  ′= − − = − + = − − + + ⋅  
  

ɺ  

Die z-Komponente der Gesamtkraft berechnet sich zu 

0

2

2

a

N

x

x x
F c d v dx

R R
δ

  
= − − + + ⋅  

  
∫  
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und die x-Komponente der Gesamtkraft zu 

0

2

2

a

w

x

x x x
F c d v dx

R R R
δ

  
= − − + + ⋅  

  
∫ , 

wobei mit a  die Koordinate des ersten Kontaktpunktes rechts und mit 0x  die Koordinate des 

letzten Kontaktpunktes links bezeichnet wurde. Die Koordinate a  berechnet sich aus der Be-
dingung 0z = , und 0x  aus der Bedingung 0zdF = . Daraus folgt: 

2a Rd=  und 
2

0 2
v v

x Rd
c c

δ δ = − + + 
 

. 

Durch die Substitution / 2x Rdξ =  bringen wir die Ausdrücke für NF  und wF  in die fol-

gende Form 

( )
0

1
1/2 1/2 3/2 22 1NF R d c d

ξ

ξ κξ ξ= − +∫ , 

( )
0

1
2 22 1wF d c d

ξ

ξ κξ ξ ξ= − +∫ , 

mit den Bezeichnungen 

1/2

1/2 1/2

2 2v v

cd R ca

δ δκ ⋅ ⋅= =   

und  

2

0 1
2 2

κ κξ  = − + + 
 

. 

Der Widerstandskoeffizient berechnet sich zu 

( )

( )
0

0

1
2

1/2

1
2

1
2

1

w

N

d
F d

F R
d

ξ

ξ

ξ κξ ξ ξ
µ

ξ κξ ξ

− +
 = = ⋅ 
  − +

∫

∫
. 

Betrachten wir zwei Grenzfälle: 
(a) 1κ ≪ : sehr kleine Geschwindigkeiten. In diesem Fall gelten die Näherungen 

1/2 1/2 3/24
2

3NF R d c= , 24

3wF d cκ= . Für den Widerstandskoeffizienten ergibt sich  

1/2

1/2 1/22

d v v

R cR R

δ τµ κ= = =  

mit / cτ δ=  (man vergleiche dieses Ergebnis mit der Abschätzung (8.112)). 
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(b) 1κ ≫ : sehr große Geschwindigkeiten, bzw. Fahren auf einer flüssigen Schicht ( 0c = ). In 

diesem Fall gelten die Näherungen NF vdδ= , 
3/2 3/2

1/2

2

3w

d v
F

R

δ ⋅= . Für den Widerstandskoeffi-

zienten ergibt sich7 

1/23/22

3
NF

vR
µ

δ
 =  
 

. 

 
Aufgabe 3: Zu bestimmen ist die Kinetik des „Abreißprozesses“ einer Kugel im Kontakt mit 
einem Elastomer, wenn die Kugel sich vor 0t =  ohne Belastung im Gleichgewichtszustand 

befand und zum Zeitpunkt 0t =  eine Kraft *3

2N AF F Rγ π= − = − ,  1,5N AF F= − ⋅  oder 

2N AF F= − ⋅  angelegt wird. Zu benutzen sind die folgenden Daten: 2 mmR = , * 10 MPaE = , 
* 20,05 J/mγ = , ( )0.5

010 /v vΦ ≈ ⋅ , 0 1 /v m sµ= . 

 
Lösung: Die Aufgabe wird mit der Gleichung (8.118) gelöst, die wir in der folgenden Form 
schreiben: 

( )0.5* *
010 /D v vγ γ− = . 

Mit den Bezeichnungen   

* 33
 (in unserem Fall 0,47 10  N)

2AF Rπγ −= = ⋅  

für die Adhäsionskraft und 

1/3* 2
5

0 9  (in unserem Fall 6,56 10  m)
2 *

R
a

E

γ π − 
= = ⋅ 
 

 

für den Gleichgewichtsradius ohne Belastung kann man die „Streckenlast“ D  in der folgen-
den Form darstellen: 

23/23/2
* 0

0

1

4
N

A

F a a
D

F a a
γ
   
 = −   

    

. 

Vor dem Zeitpunkt 0t =  herrscht Gleichgewicht ohne Belastung und der Kontaktradius ist 
gleich 0a . Ab dem Zeitpunkt 0t =  gilt die Gleichung 

23/2 0.53/2
* * *0

0 0

1
10

4
N

A

F a a v

F a a v
γ γ γ
     
 − − =    

      

. 

Daraus folgt für die Geschwindigkeit 

                                                 

7 Beim Übergang zu einem dreidimensionalen System ist δ  durch 4η  zu ersetzen: 
1/2

21

3
NF

vR
µ

η
 =  
 

.  
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223/23/2

0 0

0

1
1

100 4
N

A

v F ada a
v

dt F a a

      = − = − −         

. 

In den dimensionslosen Variablen 0/a a a=ɶ  und 0 0/100t tv a=ɶ  erhalten wir die Gleichung 

22

3/2 3/21
1

4
N

A

Fda
a a

dt F
−

  
 − = − −    

ɶ
ɶ ɶ

ɶ
 

mit der Anfangsbedingung 1a =ɶ  für 0t =ɶ . Ergebnisse einer numerischen Integration dieser 
Gleichung für drei verschiedene Verhältnisse /N AF F  sind in Abb. 8.36 dargestellt. 
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Abb. 8.36  Abhängigkeit des Kontaktradius’ von der Zeit bei verschiedenen Normalkräften. 

Für N AF F= −  strebt das System für t → ∞  in einen Gleichgewichtszustand. Die Normalkraft 

1,5N AF F= − ⋅  entspricht bereits einer überkritischen Abreißkraft. Die Kugel springt nach der 

Zeit 3
0 01,4 100 / 9 10  sa v⋅ ≈ ⋅∼  ab 

 
 

 




