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1 Einleitung

Die Einsatzgebiete von Materialien sind mannigfalind fast untberschaubar. Allein eine
Aufzahlung von Materialeigenschaften, die von lesse fur praktische Anwendungen sind,
kénnte mehrere Seiten einnehmen. Fir praktischeeAdungen kénnen thermodynamische,
mechanische, chemische, optische, elektrische, atiaghe, tribologische u.a. Eigenschaften
oder eine Kombination von ihnen von Interesse sBiases Buch beschrénkt sich auf die
Diskussion vormechanischen Eigenschaften von Werkstoffen. Aber auch diese sind auf viel-
faltige Weise mit anderen Eigenschaften verbundkn.ein Bild von diesen komplizierten

Zusammenhangen zu geben, betrachten wir finf Méiteassen, welche diese Zusammen-
hange illustrieren: (a) Metallische Stoffe, Legiggen und intermetallische Verbindungen,
(b) Verbundwerkstoffe, (c) Formgedachtnislegierung@) Elastomere und (e) granulare
Medien. So werden die Funktionseigenschafen vomgedachtnislegierungen durch ein Zu-
sammenspiel von mechanischen und thermodynamidetgemschaften bestimmt. Dasselbe
gilt auch fur die Elastizitat von Elastomeren. Diskussion der tribologischen Eigenschaften
von Elastomeren gibt einen Einblick in den Zusamimagig zwischen Prozessen im Volumen
eines Materials und seinen OberflacheneigenschaBBen granularen Medien ist es genau
umgekehrt: tribologische Wechselwirkungen bestimmdén makroskopischen Volumenei-

genschatften.

Makroskopische Materialparameter werden durch le@ngo kompliziertes Zusammenspiel
von verschiedenen Skalen bestimmt — von der atom&8tala Uber eine Hierarchie von
mesoskopischen Skalen, welche mit der StrukturSteffe zusammenhangen, bis hin zur
Skala des Korpers als Ganzem. Dieses Buch behaBdelkturen und Phanomene der
mesoskopischen Skala und versucht, von dieser Skala den Weg zur makpiskhen Ebene
aufzuzeigen. In metallischen Legierungen ist esSkiala von Strukturen wie Versetzungen,
Schubzonen, Stapelfehlern, PhasenausscheidungenKédeern bzw. die mesoskopische
Struktur eines Verbundes. In Formgedachtnislegegargehen wir von der Phdnomenologie
des Wachstums und des Rickgangs der martensiti§tese in einem mesoskopischen re-
prasentativen Volumen aus. In Elastomeren besgdeaftivir uns mit der statistischen Physik
und Thermodynamik von Polymermolekulen. Die klesyeatomare Struktur bleibt dabei im-
mer weitgehend aul3er Betracht, auch wenn Sie selissindlich die Grundlage der Phano-
mene auf der mesoskopischen Ebene bildet. Atomaehgélwirkungen im Zusammenhang
mit der Thermodynamik bestimmen die Art des Krigitkers, die Konzentration und Stabili-
tat der Punktdefekte oder der Phasenstruktur. Riasghaus wichtige Strukturen und Prozes-
se werden im Rahmen dieses Buches als gegebengrseimgy Hintergrund betrachtet, auch
wenn viele Faden, die sich von der mikroskopiscBleala ziehen, mitverfolgt werden.

Der Aufbau des Buches ist wie folgt: Wir beginnert der Untersuchung metallischer
Werkstoffe. Die Elastizitat dieser Stoffe ist teavund wird nicht betrachtet. Wir gehen daher
gleich zur Untersuchung der plastischen Deformatind der Verfestigung tber. Mechanis-
men der plastischen Deformation von metallischaif&t sind aus zweifacher Hinsicht inte-
ressant: zum einen als solche (zum Beispiel fulldrdormung sowie andere Herstellungs-
verfahren) und zum anderen im negativen Sinnegial®rozess, der verhindert werden muss.
Metalle werden in der Regel durch das Abgleitehaegt Gleitebenen deformiert. Die Trager
der plastischen Deformation sind dabei Versetzungensetzungen werden in diesem Werk
als innere Grenzen der Gleitzonen definiert undaobtet — ein Zugang, der es viel einfacher
macht, ihre Eigenschaften zu verstehen und diesenan Zusammenhang mit Prozessen der
plastischen Deformation zu bringen, als die tUbliDeéinition von Versetzungen als topologi-
sche Defekte im Kristallgitter. Der weitere Weg £iBehubzonen, der als "elementarer Bau-
stein" der Plastizitat in Metallen betrachtet wiiighrt auf nattirliche Weise zum Bruch, wobei
sowohl die Theorie von Giriffith als auch die kisetie Theorie des Bruches von Zhurkov
vorgestellt werden. Die Diskussion der Verfestiggmgchanismen fihrt letztendlich zum



2 1 Einleitung

Verstandnis des "Festigkeits-Sprodigkeits-DilemmBas&ses zu l6sen ist nur im Rahmen von
Verbundwerkstoffen moglich. Das Thema Verbundwerfkstund insbesondere Nanokompo-
site schliel3t diesen ersten Abschnitt ab. Danaaidere wir uns den Funktionseigenschaften
von Formgedachtnislegierungen zu, die einen valtideren physikalischen Mechanismus der
"plastischen” Deformation aufweisen. Die plastisBleformation geht in diesen Stoffen tber
Phasentransformationen und ist somit sehr eng hmatr iThermodynamik verbunden. An-
schlieBend betrachten wir Elastomere, in denerssdlb Elastizitat durch ihre Thermodyna-
mik bestimmt wird (Entropieelastizitat). Abschliefdediskutieren wir kurz die Eigenschaften
von granularen Medien.



2 Plastische Defor mation von M etallen

Ein groRRer Teil dieser Vorlesung beschéftigt sicghdar plastischen Deformation von Metal-
len, Legierungen und intermetallischen Verbindungk& entweder durch Gleiten (gewo6hnli-
che plastische Deformation) oder durch Phasentmemstion (Formgedachtnislegierungen)
verformt werden. In den meisten Fallen geht es olykpstalline und mehrphasige Materia-
lien.

2.1 Kristallgitter

Um die plastische Deformation zu verstehen, schameanns zunéchst an, wie einfache Kris-
talle aufgebaut sind. Die Atome sind auf periodisgbderkehrenden Platzen in einem sog.
Kristallgitter verteilt. Eine sog. Einheitszelle rdidabei in alle drei Raumrichtungen perio-
disch fortgesetzt und bildet so das gesamte Giserdings mussen nicht alle Platze eines
Gitters besetzt sein. Wir wollen hier nur die wachtigsten Gitterformen ansprechen.

sc: Das einfachste Gitter, das wir spater als anduiines Modell benutzen wollen, ist das
einfach kubische Gitter (single cubgx). Denkt man sich einen Wiirfel, so sind alle Ecken
des Wirfels mit Atomen besetzt. Da jeder WiirfelcBdh hat, ein Atom aber auch gleichzei-
tig Verbindung zu 8 Wirfeln hat, kommt im Mittelrgele 1 Atom auf einen Wirfel. Ist der
Abstand zwischen den Atomenso ist das mittlere Volumen pro Atom atso

bcc: Wenn man in den Wirfel des einfach kubischene@thoch ein zentrales Atom ein-
fagt, erhalt man das sog. kubisch raumzentrietéeG{body centered cubitcg. Da hier

zwei Atome pro Einheitszelle vorhanden sind, ist dalumen pro Atom gerada®/ 2.

Abb. 2.1 bcc: Eine kubisch-raumzentrierte Kristallstruktur haherter anderema-Eisen, Chrom, Molybdéan,
Niob, Rubidium, Tantal, Vanadium und Wolfram

Sehr viele Kristalle bilden sog. dichteste Packmngitellt man sich die Atome als starre

Kugeln vor, so entspricht dieses Kristallgitter derordnung von Atomen, als wéren diese
Kugeln regelmaf3ig mdglichst dicht gepackt. Dabbi gis zwei Moglichkeiten der Packung,
die die Materialeigenschaften stark beeinflussen.
Stellen wir uns eine Schicht mit Kugeln vor, digfgpackt (A). Dies ergibt ein hexagonales
Gitter. Darauf packen wir eine weitere Schicht (ABI2), die ebenfalls ein hexagonales Git-
ter bildet (B). Fur die ndchste Schicht gibt es nwei Moglichkeiten: Die unterste Schicht ist
gestrichelt dargestellt, die zweite mit durchgez@geLinien):
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Abb. 2.2 Zwei Schichten von dicht gepackten Kugeln; jedki&ht ist ein hexagonales Gitter.

fcc: Die dritte Schicht (C) wird so gelegt, dass dfugel sowohl tber einer Licke in der
ersten wie auch der zweiten Schicht liegt. Dietei€chicht wird dann wieder wie die erste
(A) gelegt und so weiter (ABCABC...). Diese Anordnuhgt ein Inversionszentrum, d.h.
wenn wir eine Kugel aus der zweiten Schicht mieeider ersten Schicht verbinden und die
Verbindungslinie umkehren (Punktspiegelung), eheic wir eine Kugel aus der dritten
Schicht. (Wer das nicht sieht: Murmeln besorgen amsbrobieren, Marzipankugeln 0.a. ge-
hen auch.) Wenn wir diese Anordnung auf ein Gitleas aus Wurfeln zusammengesetzt ist,
abbilden, erhalten wir das sog. kubisch flachemmne Gitter (face centered cubifcc).
Wenn man auf diesen Wirfel von seiner Diagonalersieit, so erkennt man die hexagona-
len Lagen der Kugeln. Meist werden die Kugeln jéd@teiner dargestellt, sodass sie sich
nicht bertihren, damit man vom Gitter noch etwasmnk Die drei hellroten Kugeln in der
Abb. 2.3 liegen in einer, die drei dunkelroten Kimge einer zweiten hexagonalen Schicht.

Plastische Deformation heil3t nun, dass atomare éfbanfeinander abgleiten (s.u.). An-
schaulich ist klar, dass dies gerade die Ebenenvggiden, in denen die Atome in hexagona-
ler Anordnung geschichtet sind. Dies sind in derrf@darstellung gerade die Ebenen, die
senkrecht auf den Diagonalen des Wirfels stehan @pricht von der 111-Ebene), und da es
aus Symmetriegriinden vier davon gibt, sind es@leitebenen im fcc-Kristall. In jeder Ebe-
ne kénnen die Atome in drei Richtungen verschoberden (ein hexagonales Gitter hat sechs
Richtungen, je zwei unterscheiden sich nur durch\darzeichen), daher gibt es 12 verschie-
dene, aber aquivalente Gleitmdglichkeiten.

Abb. 2.3 fcc: Eine kubisch-flachenzentrierte Kristallstruktur balbei Metallen z.B. Aluminium, Blej-Eisen,
Gold, Kupfer, Nickel, Platin, Silber.

hcp: Wenn die dritte Schicht Kugeln so gelegt wirdssi&ugeln Gber denen in der ersten
Schicht liegen (ABAB...), ist das die zweite Mogligikder dichtesten Kugelpackung. Die-
ses Gitter hat kein Inversionszentrum. In dieseste3y gibt es nur eine Ebene, in der einfa-
ches Gleiten mdglich ist (gegentber den vier imSgstem) mit wieder drei Richtungen, also
hat dieses System nur drei Gleitmoglichkeiten. ®idsordnung heil3t hexagonal dichteste
Packung (hexagonal closest packingp).
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Abb. 2.4 hcp: Folgende Metalle kristallisieren in hexagonalersiailstruktur: Beryllium, Magnesium, Titan,
Zirconium, Hafnium, Osmium, Yttrium, Zink, Cadmiufhallium und diverse Lanthanoide.

2.2 Zugproben plastisch deformierbarer Materialien

Wenn an eine homogene zylindrische einkristallingbP eine Zugspannung angelegt wird,
so deformiert sich der Kérper weder homogen, neotrop. Teile des Kristalls beginnen, sich
gegeniber den anderen entlang den Gleitebenenrgchieben, wahrend Bereiche zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Gleitebenen unverandeitvdn. Die Gleitverschiebung kann et-
wa 0,1 - Jumerreichen, der Abstand zwischen zwei Gleiteberegragt einiggam Der gan-
ze Gleitvorgang dauert groRenordnungsmalfig d@der weniger. Untersuchungen an vielen
kristallinen Materialien haben gezeigt, dass dieit6benen immer diejenigen Flachen im
Kristall sind, die die dichteste Packung aufweigen.).

T

Abb. 2.5 Abgleiten wahren eines Zugversuches; Fir das Afegleist die in der Gleitebene wirksame
Schubspannung entscheiden.

2.3 Theoretische Festigkeitsgrenze

Versuchen wir nun abzuschatzen, wie grol3 die Hestigon Kristallen ist. Das Gleiten fin-
det erst dann statt, wenn die Spannung einendtréis Wert iberschreitet, der zwischen® 10
G und 10° G liegt.
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2.3.1 Mechanische Abschétzung

Betrachten wir zwei benachbarte Atomlagen im Klistsbb. 2.6. Um sie relativ zu einander
zu bewegen, muss eine tangentiale Spannamgebracht werden.

b

Abb. 2.6 Ein einfaches Modell zur mechanischen Abschatz@rdheoretischen Festigkeit.

Diese Spannung muss periodisch mit der Periodeelérsgin. Nehmen wir der Einfachheit
halber eine harmonische Form an, so muasten:

r(x) = KsinZTm(. 2.1)

Makroskopisch ist die Spannung (lineare Elastigité#orie fur kleine Deformationen) be-
kanntlich:

T:Gy:Gg. 2.2)

Bei kleinen Verschiebungex gilt andererseits fir unsere angenommene periogiSpan-
nung:
r=K X oK 2X (2.3)
b ba
Aus dem Vergleich beider Ansétze folgt = Gb/2/ra. Die maximale Spannung, die der

Kristall aushalten kann (wenn der Sinus zu 1 wiist)alsor,,, =K :GZL. Fir das hexa-
a

gonale Gitter (wie oben gezeigt) ist a= 2 //3= 1,1, somit ergibt sich fur die theoretische
Festigkeit:

T =K :Gi =0,18G. (2.4)
T3

Im dreidimensionalen Fall ergibt sich ein etwaseagd Ergebnis, aber schon diese einfache
Abschétzung zeigt, dass die theoretische Festigeibize mehrere Grollenordnungen uUber
der gemessenen Festigkeit realer Kristalle liegt.

2.3.2 Thermodynamische Abschétzung

Grol3e lokale Spannungen kdnnen nicht nur zum @legendern auch zum spannungsbe-
dingten "Schmelzen" fuhren.

T —»

~N N~ AU
|:> ~N A A
N AU AU

- T

Abb. 2.7 Ein einfaches Modell zur thermodynamischen Absaligaler theoretischen Festigkeit.
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Damit dieser Prozess spontan stattfinden kann, aiedsnergieverminderung durch das Ver-
schwinden elastischer Energie gleich der Energgeé@erung durch Schmelzen sein:

2.2

- 2.5
4P =23 (2.5)

wobei q die spezifische Schmelzwarme,die Tangentialspannung,die Dichte undG der
Schubmodul ist. Fir die kritische Schubspannungesich:

T, =/ 2G00 (2.6)

Mit den Wertenq=2,701G J /kg, p=7,8010 kg/ n?, G =800 Pa ergibt sich fur Eisen
1 =/2Ggp =0,18116' Pa= 0.2% 2.7)

Auch mit dieser Abschatzungsmethode kommen wircaufl/5 des Schubmoduls als theore-
tische Festigkeitsgrenze. Reale Fliel3grenzen\alkmkstoffe betragen meist nur einen Bruch-
teil der theoretischen Festigkeitsgrenze. Die Ursaderfur liegt in der (falschen) Annahme,
dass sich in der mechanischen AbschatallggAtome einer Ebene gleichzeitig verschieben.
Dies ist aber nicht der Fall. Es bilden sich Dedestis lokalen Verschiebungen. (Verglichen
z.B. mit einem Teppich, den man als Ganzes nickt éne Ebene ziehen kann, wohl aber
dadurch, dass man eine ,lokale* Falte bildet ureseidann fortbewegt.) Diese Defekte, die
die Trager der plastischen Deformation sind, nemartVersetzungen









































































































































































































94 7 Formgedachtnislegierungen

F| T>T.
T<T,

a) b)

Abb. 7.12 Freie Energie in Abhangigkeit von der Temperatur

Bei einer anderen Temperatur kann nun aber die Erergie anders aussehen, z.B. so, wie in
Abb. 7.12b gezeigt: Das Minimum liegt nun bk +c, wobei meist das positive Vorzeichen
gewahlt wird, weil nur der Betrag vah eine Rolle spielt. Die Veranderung von Abb. 7.12a
nach Abb. 7.12b geschieht durch Temperaturanderung.

Aus diesen Uberlegungen kann man nun die Formréienf Energie angeben:

F=F+b(T-T)A*+ al* (7.10)

Wie man leicht zeigt, ist fiir positive Parameaarmdb bei Temperaturen oberhalb der Uber-

gangstemperaturT, das Minimum bei A =0, wéahrend flir Temperaturen darunter

/12 - _ b(T - -lz))
2a

bei Supraleitern 2. Art) auch beobachtet.
Fur Formgedachtnislegierungen wird diese Theorrelaicht angepasst.

gilt. Der Ordnungsparameter wachst also vhit \/T,— T, was man (z.B.

7.6.2 Anteil der Martensitphase als Zustandsgrofie

Die Erfahrung zeigt, dass man Formgedé&achtnisleggan durch phdnomenologische Model-
le beschreiben kann, bei denen als ,innere Variatde Anteil der Martensitphasé benutzt
wird (Os &< 1). Da es mehrere Martensitvarianten gibt, die sizhdurch ihre Orientierung
unterscheiden, ware der nachste Schritt, die Antddr Martensit-Kristalle verschiedener
Orientierungé,, &,usw. als Zustandsgrof3en zu benutzen. Die mit deasdPliibergang zu-

sammenhangende Deformation ist proportional zur z€atration der entsprechenden
Martensit-Variante; man kann daher statt desserh awmmittelbar die der aktuellen

Martensitkonzentratiorf; entsprechende Deformati¢q| =& &, benutzen, wobeg, die ma-

ximal erreichbare Phasendeformation (§i=1) ist. Die Zahl der Martensit-Varianten hangt

vom Werkstoff ab und liegt in realen Formgedach#gierungen zwischen 3 und 12. Wir
werden diese Zahl als 2 annehmen (wie oben bebemjeDies ist die minimale Zahl der Va-
rianten, bei der die fir Formged&achtnislegierungfearakteristischen Effekte vorhanden sind.
Dies entspricht zwar keiner realen Formgedachtistang; das ,minimalistische” Modell
zeigt trotzdem alle charakteristischen Effekte isd@um allgemeinen Verstandnis dieser Ma-
terialien geeignet. Die beiden Variantepund &, entsprechen Deformationen in entgegen-

gesetzter Richtung, sodass=0, &, <0. Man beachte, dass d#hasen-Deformatioines
Austenit-Einkristalls in eine der beiden Martenartantenimmer &, ist (mit jeweils unter-

schiedlichem Vorzeichen). Di&esamtdeformatiorines makroskopischen Materials kann
kontinuierliche Werte zwischere; und +&, annehmen. Teilt man diese Gesamtdeformation
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nach Beitrdgen der Phasen 1 und 2 auf, so siné @iesrages, 20, £,<0 . lhre Betrage
kénnen alle Werte zwischen 0 uggl annehmen.

7.6.3 Das Modell fur Formgedéachtnislegierungen

FUr Formgedachtnislegierungen gibt es einige Uabeegle zu der Landau-Theorie:

1) Es gibt zwei Martensitphasen. Also missen zwei imateler verknipfte
Phasentbergédnge modelliert werden statt nur einem.

2) Als Ordnungsparameter kénnen die Anteife und &,der beiden Martensitphasen

genommen werden. Als bessere Alternative bieteilm aber die Deformationes, und

&,der beiden Phasen unseres Modells an. Dabei gab@szu beachten, dass die gesamte

Deformation beschrénkt ist: Selbst bei komplettaist&nit>Martensit-Umwandlung in

nur eineder Martensitphasen kann die maximale Deformagioen Wert vong, (+ oder -

) nicht Uberschreiten. Die Martensitantefleund &, liegen also jeweils zwischen 0 und 1.
3) Nach der Landau-Theorie gilt fur den (positiven)d@ungsparameter wie gesehen

A~JT,-T, im Falle der Formgedachtnislegierungen sind dfe-T - bzw.

£-T - Diagramme hingegen linear. Das heif3t, dass wireinléindau-Theorie statl®
nun|g| und|e,| schreiben mussen.

4) Die Phasenumwandlung ist ein dynamischer Prozess, wie gesehen mit
Reibungskraften zwischen den Phasengrenzen verburste Daher muissen diese
dissipativen Krafte (die einfach als CoulombscheibRey modelliert werden) mit
eingebaut werden.

5) Es mussen alle relevanten Energieformen in degrirBnergie mit bericksichtigt werden.
Dies ist hier auch die elastische Energie, die betlizh von der elastischen Deformation
abhangt. Die Deformationer, und £, sind abekeineelastischen Deformationen, daher
mussen diese von degesamtenDeformation abgezogen werden, um die elastische
Deformation zu erhalten.

Damit kdbnnen wir nun die freie Energie fur Formgduaislegierungen in Analogie zur
Landau-Theorie aufbauen:

2
2822 (- ) e +led)+24(et + 71

F=E
Der erste Term ist die elastische Energiedichtendalgen je zwei Terme, die linear und
quadratisch in den beiden Ordnungsparametern §lad.beachte, dass hier staft - £ ge-
wahlt wurde, daher sind die Betrage zu schreibendie Positivitat zu gewéhrleisten.
Der letzte Term enthalt quadratische Ausdriickeen Bhasendeformationen. Diese kann

man als Energie interpretieren, und zwar als dieefy die notig ist, um gegen die Eigen-
spannungen bei der Transformation zu deformieren.
Die elastischen Spannungen berechnen sich zu:

o=E(e-¢-¢,) (7.12)
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7.7 Thermodynamische Eigenschaften

Betrachten wir zunachst den spannungsfreien et Q). Fir T >T, hat die freie Energie
ein Minimum beig, =&, =0, denn es gilt z.B. fiig;:

0°F
o0&’

oF

—| =0und
0&,

£=0

> ( (7.13)

£=0

Far T <T, wird ein Minimum angenommen bei:

£ =-¢€, :%(TO—T) (7.14)

Allerdings missen wir hier noch die Beschrankung deaximal mdglichen Phasen-
Deformation beachten. Bei der Endtemperatur dekidiremartensitischen Transformation
Mg gilt, wenn beide Phasen gleichzeitig wachsen:

_ _& _Db
El——é‘z—Eo—T/(Ms—Mf) (7.15)
Der Temperaturunterschied vom Beginn der Transfaomatis zum Ende ist gerad®/{ -

M).
Die maximale erreichbare Phasentransformatioroisiits

Zb(

£, =—

M.-M,). (7.16)

Beschrdnkung des Martensitanteildach dem Erreichen der maximalen Konzentration
kann die Martensitkonzentration nicht weiter wachsea |£1|+|£2|sgO Diese Forderung

: . : . : &|*|E
kann im Modell formal durch Einflhrung einer zusigtzén Energief,, = f (| 1| | 2|j
‘90

erflllt werden, wobeif (x) eine "Wandfunktion" ist. Diese Funktion wird nuir fdie numeri-
schen Berechnungen benutzt.

Abb. 7.13 Grenzenergie

7.7.1 Innere Reibung

Die Entwicklung der Phasenstruktur geschieht diBeivegung von Phasengrenzen, bei de-
ren Bewegung aber Krafte auf sie einwirken, die deéharakter einer ,trockenen®
(Coulombschen) Reibung haben. Fir solche Kraftdiest_eistung der Energiedissipatién

proportional zum Betrag der Deformationsgeschwikeiig D = o, (|£1|+|£2|). o, ist hier die
innere ,trockene” Reibungsspannung.
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7.7.2 Bewegungsgleichungen

E)
0&

Die Gleichgewichtsgleichungen fir das System Iau{gelfcw =0. Die Form der Funktion
gi

Z—P ist in Abb. 7.14 links skizziert.

&

2

G —
0 1,5
) Z
e
0,5
— 760

1

1 -05 (')X 0,5
Abb. 7.14 Funktionensverlaufe
: . . : : I oF oF
Die Auflosung dieser Gleichung naéh ergibt & =—sgn 3% f S a, |,
& i

wobeif die oben eingeflihrte "Wandfunktion” ist.
Bei numerischer Realisation kann mdn(z) z.B. als eine grol3e Potenz vanwéhlen:

f(2) = const1Z° (Abb. 7.14 rechts).
Da es zwei Phasen gibt, erhalten wir auch zwei Bewgsgleichungen:
-0 +b(T - 'I;)sgngl +)E + 0, SQIE, = 0

; (7.17)
—0+b(T-T))sgne, + ), + 0, sgrE, = (

Dabei wurde die von aul3en angelegte Spannung $eregesetzt.

7.8 Analytische Untersuchungen des Modells

Die Parameteb, T, und y des phanomenologischen Modells kdnnen durch @iecharak-
teristische Temperaturen, die minimale Phasendeftoom &£, sowie die innere Reibungs-
spannungo, ausgedrickt werden. Wir nehmen an, dass imeerOund &, < 0gilt. Damit

kénnen wir die Betrage teilweise auflésen. Man heaaber, dass fur die Deformatiges
schwindigkeiterbeide Vorzeichen auftreten kdnnen, da sowohl Wetlads auch Schrump-
fen moglich sind.

Die Bewegungsgleichungen lauten:

—0+b(T-T)+ )&, +0,s0né, = 0

_ (7.18)
-0 -b(T-T,) - V|&,|+ o,s0né, = C
Als T, kann der Mittelwert zwisched, und M, gewahlt werden:
+M
T, = A > - (7.19)

Bei einer Temperaturerhohung aus dem martensitisgbstand mite,| =|e,| = £,/2 (d.h.
beide Martensitphasen kommen gleich haufig vor heahspruchen jeweils genau die Halfte)
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wird dieser Zustand solange stabil bleiben wie tkeallgemeinerten thermodynamischen
Krafte oU /0&, und oU / d¢, betragsmafig die Reibspannung nicht tibersteigensalange

(T =)+ e =|BT- D+se =[ T D+ § M- M) <0, (720

Daraus folgt:b( A-T+M,-M f) =0, oderg(ZAg -A +M,-2M f) =0,.
Unter Berucksichtigung der Eigenschaft, dass
A-M_=A-M, (7.21)
(was wir fur dieses Modell immer als Vereinfachammnehmen), ergibt sich:
— 20-0

(A-wm))

Beim Abkuhlen aus dem austenitischen Zustand|sit|e,| =0 wird dieser Zustand so-

(7.22)

lange stabil bleiben, bis die verallgemeinertenrittoglynamischen KréafteoU /de;, und
0U / ¢, die Reibspannung nicht tibersteigen, d.h. soldin@e- T,)signs,| =| b(T- T) < g,.

Daraus folgtg(Af - MS) =0,. Es ergibt sich dieselbe Gleichung fiirwie oben, vorausge-

setzt dass
A —M,=A- M, gilt. Aus &, =2—;(MS—M f)und b=ﬁfolgt far y:
40,(M,-M; )
= 7.23
y EO(AE_Mf) (7.23)

Aus den Gleichgewichtsgleichungen-o +b(T - T)) + )&, + o,sgné, = O folgt, dass das

Anlegen einer Spannung zur TemperaturverschiebundT :% des Phasengleichgewich-

tes fuhrt. Ein Vergleich mit der Clausius-Clapey®leichung AT :Lgoa liefert die Rela-

0
tion:

- %
b=—— 7.24
T,&, ( )

7.9 Typische thermomechanische Belastungsfélle

7.9.1 Maximale Phasendeformation

Berechnen wir die maximale Phasendeformation in&higigkeit von der Spannung. Die
Gleichgewichtsgleichungen (7.18) fur die beiden telasitvarianten wahrend der direkten
Transformations, >0, &, <0 sind nun:
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~g+b(T-T))+ g, +0,=0 7.25)
g -b(T-T))+&,-0,=0. |

Die Addition beider Gleichungen ergibt

-M
£l+£2:£1—|£2|:270:50§%_ (7.26)
0 s f

7.9.2 Beginn der Phasentransformation

Gegeben sei ein Material im austenitischen ZustBedwelcher Spannung beginnt die Pha-
sentransformation (und somit Phasendeformation)?

Losung.Nehmen wir an, dass die angelegte Spannung pastitidann wird auch die De-
formation positiv sein: es wird sich bevorzugt Martensitvariante mite, >0 bilden, dabei
ist & >0. Die Gleichgewichtsgleichung -o+b(T-T,)+ )&, +0,sgn&, = Onimmt im
austenitischen Zustands, =+0 die Form -o+b(T-T,)+0,=0 an. Daraus folgt:
og=b(T-T,)+0,.

+M
Unter Beriicksichtigung der Relationerr 20, ____ 29 und T, =L er-
(A=M,) (A-M,) 2
halten wir den Beginn der PhasentransformatiordbeSpannung:
o =20, Ms (7.27)
A - M,

7.9.3 Minimale Spannung, fir die die maximale Defoation erreicht wird

Bei welcher minimalen Spannung wird die maximaleghofie Deformation bei direkter
Transformation erreicht? Bei welcher Temperatur wieke Deformation erreicht?

Losung Die maximale Deformation bei Abkihlung aus denstenitischen Zustand ist
durch

g (As_Mf)
E+E, =, — =&, gegeben. Daraus folgt:
17&; an Z(MS—Mf) o 9€g g
Ms_Mf
0=20,— (7.28)
AE_Mf

Die Gleichgewichtsgleichungo +b(T - T,) + )£, + 0,sgn&; = 0 nimmt daher die Form

Ms Mf
_200—M+b(T_-|B)+Wo+Uo: 0 (7.29)

- Wy
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49,(M,-M )
EO(A%_Mf)

an. Mit den Ausdrtcken fily, To und y = sowie mit GI.(7.21) berechnet sich

die Temperatur zu:
M, +M, +T =T, +2M,-2M +1 A-1 M, =0

7.30
=|T =M;| ( )

7.9.4 Reaktive Spannungen

Wird nun die Probe im Zustand mit maximaler Defatiora gespannt und erwérmt bis zur
TemperatuiT, wie weit geht dann die Transformation Martensiistenit? Bei welcher Tem-
peratur endet die Transformation?

Losung In diesem Fall gilte = &, & <0.

Die Gleichgewichtsgleichung-E(s-¢,)+b(T-T,)) + )£, +o,s0né,= C nimmt nun die
Form -E(&,—&)+b(T-T,) + y£,—0,=0 an. Daraus folgt fur die martensitische Deformati-
on &;:

- 2T - 2T, -T
Eeo+0'0—20'0u Ee, +0,| 1- o Eg,t+20, A
A -M A-M,

E+y E+y - E+y

S

] (7.31)

Fiar T = A ergibt sich nun beispielsweisg; = EEfO , die Spannung ist dabei gleich:
4

4g,(M_-M

VEE _ 4o (M, f). (7.32)
E+y (Ag -M f)

Fir g,=90MPa, M, =-9°C, M,=3°C, A =17°C, A =30°C, &,=0.06, erhalten wir
0 =1,80,. Der vollstandige Ubergang endet lagi= 0, daher bei einer Temperatur:

Ee,
20,

T=A+ (A—MS), (7.33)

Fur die oben genannten Parameter erhalten wir

60[6L27

T =30°C+ °C=570C. (7.34)

Frage: Wie erzeugt man bei einer Formgedachtnislegierimddidchtemperaturform?

L6sung Die Formgedachtnislegierung wird in den gewunsctustand gebracht und (gut)
fixiert. Die reaktiven Spannungen mussen so grof}, siass sie die Flie3grenze erreichen.
Wir haben gesehen, dass dies fur emsximaleDeformation bei fester Einspannung auf je-
den Fall bei T=570°C erreicht wird, denn die thésohe Spannung wére hier fur unser Bei-
spiel

o = Eg, =5,4GPa, (7.35)
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was die Flie3grenze bei weitem Ubersteigt.

7.9.5 Berechnung eines Aktuators

Der gro3te Teil der auf Formgedachtnislegierungasidienden Aktuatoren besteht aus zwei
Elementen: ein Element (Stab, Platte, Feder) ausa@ngedéachtnislegierung und ein elasti-
sches Element (bzw. eine konstante Gewichtskrafb, &.15).

FGL FGL FGL _ FGL
N )

AN
\!\\\
N

AN

Abb. 7.15 Aktuatoren mit Formgedachtnislegierungen

Aufgabe: Ein Faden aus Nitinol soll eine Kugel mit der Massum Ah hochheben, wenn
die Umgebungstemperatur einen kritischen Wert idbeestet. Bei Kuhlung soll die Kugel
wieder in ihre urspringliche Position zuriick geh&telche Parameter (Ldnge, Durchmesser)
muss der Faden haben, damit das so funktioniert?

Losung:Bei einer Temperatur vomn > T, wird die Kugel um maximal\h angehoben, bei der

Abklhlung unterT, gehtAh - 0.
Die erforderliche Lange berechnet sich aus deraiem Dehnung wéhrend der Transforma-

tion (&, =0,06):

gozl—

ah = | :A—hz 16, Ah
gO

Den erforderlichen Durchmesser, bzw. die Querstdildithe berechnen wir tUber die Span-
nungen

s=F_mg
A A
und
Ms_Mf
o =20,
AE_Mf

Mit den oben gegebenen Werten ergibt der Vergldamhbeiden Spannungen die Flache des
Fadens:

mg
83MPa

Fir eine Massan=10kg ergibt sich z.B. die Querschntttsflache=1, 2010° nf, bzw. der
Durchmesser des Fadeds=1, 2mm.
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7.10 Numerische Untersuchung des Modells

Zum Schluss untersuchen wir ein Modell mit Parameteie dem folgenden Diagramm ent-

nommen werden kénnen.

o
o

Fraclmn..;

o

0.05F

Strain, &
)

-0.051

Abb. 7.16 Modellverhalten

Beim thermischen Zyklieren sieht man den direktdreidang Austenit-Martensit und den
umgekehrten Ubergang Martensit-Austenit, wobeigdisamte Deformation (rot) gleich Null
bleibt. Die beiden Martensitphasen (gestrichelnhgrinten und blau, oben) wachsen ohne an-

gelegte Spannung zu gleichen Anteilen.

7.10.1 Pseudoelastizit4T =58°C)

Wird die Spannung bei einer Temperatur groRerAalsangelegt, so geht die gesamte Defor-
mation nach der Abnahme der Spannung vollstandigckyPseudoelastizitat).

500

Abb. 7.17 Pseudoelastizita{T =58°C)

L 1 L 1 n
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Strain, &
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7.10.2 Pseudoplastizitat

Stress, o
Stre:

0.2 0 0.2 04 06 0.8 1 12 $z 0.2 0.4 0.6 0.3 1 12
Strain, £ Strain, £

Abb. 7.18 Pseudoplastizits T = 20°C, links undT =-13°C, rechts)

7.10.3 Deformation aus der martensitischen Phase

Stress, o

L 1 1 L .
0.2 0 02 0.4 0B 08 1 12
Strain, £

Abb. 7.19 (1) -20°C, (2) -10°C ; (3) 0°C, (4) 10°C, (5) B)%6) 30°C, (7) 40°C, (8) 50°C

7.10.4 Transformationsplastizitat

Dieser Effekt erzeugt eine betrachtliche Deformgtiwenn an die Probe eine kleine Span-
nung angelegt wird und sie dann tber das Intedaldirekten Transformation gekuhlt wird.

Fraction, ¢

| L I I I I
-40 -20 0 20 40 60 80

Temperature, T
1 c 20
40

e 60
5 0sf 80 -
° / MPa

0 &:i —

4‘0 -ZIO EJ 26 4‘0 Et‘ﬂ 80

Temperature, T

Abb. 7.20 Pseudoplastisches Verhalten bei direkter Transdtion
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Berechnen wir die maximale Phasendeformation in&hgigkeit von der Spannung. Die
Gleichungen fiir die beiden Martensitvarianten wadtrder direkten Transformatiofy >0,

&, <0 sind:

g +b(T=T,)+ &, +0,=0

(7.36)
—o-b(T-T,) +)£,-0,=0
Die Addition beider Gleichungen ergibt
-M
£1+£2=2—U=£ g (A% f) (7.37)

y Co,2(M,-M,)

Einen ahnlichen Effekt gibt es auch bei der Ruclgfarmation aus demmartensitischern
denaustenitischerZustand. Im Unterschied zur direkten Transforrmationmt die Deforma-
tion unter Spannung zunéachst zu (eine MartensigpBakrumpft zuerst und geht in Austenit
uber, die andere Martensitphase schrumpft verzogedass eine Nettodeformation Ubrig
bleibt), und nimmt anschlielend wieder ab: Bei mofiemperatur muss die Phasen-

deformation natirlich verschwinden.

L L L L L L L L L L L
60 40 30 20 10 0 10 20 30 40 &0 60

Fraction, ¢
o
o

- i

o
=1
5

.

s

o

Strain, g

&
=1
53

L L L L L L L L L L L
50 40 -30 20 10 0 10 20 30 40 50 60

50 40 30 20 -0 0 10 20 30 40 &0 60
Temperature, T

=
=

Stress, o
o
5

o

Abb. 7.21 Pseudoplastisches Verhalten bei der Ricktransfitom/on martensitisch nach austenitisch

7.10.5 Reaktive Spannungen

Wird die Probe bei der direkten Transformation eniter kleinen Spannung belastet (im fol-
genden Beispiel 2MPa) so entsteht eine kleine Plda$ermation. Wird nun diese konstant
gehalten (eine weitere Deformation verhindert) dielProbe erwarmt, so entstehen im Me-
dium grol3e Spannungen, die die zur Erzeugung dfribation bendétigte Spannung um ein
Vielfaches ubersteigen.

Reaktive Spannungen koénnen mithilfe der Gleichun@7) abgeschéatzt werden, ange-
nommen, dass bei hoher Temperatur die gesamterRigisanation verschwindet:

-M
Jreakt = EEO EM .
g, 2(M,-M,)
o ist die Spannung, die zur Anfangsdeformation fifmt Modell 2 MPa).o,,,, ist die -

nach Temperaturerhhung bis zur kompletten Austenitandlung resultierende - reaktive
Spannung. Sie kann jedoch nicht gré3er als die driflef3grenze bei Betriebstemperatur
werden.
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Fraction, ¢
=
o o

L L L L L
40 20 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Strain, g

1 1 1 1 L 1 L 1 L 1 3
40 20 0 20 40 60 80 100 120 140 160

. ——
29 5—2 MPa /' 6=60 MPa
= aglL

2] | .

. . . .
40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160
Temperature, T

Abb. 7.22 reaktive Spannung

7.10.6 Anomaler Rickgang der Deformation

Wird wéahrend der direkten Transformation eine Spagnangelegt und dann wieder wegge-
nommen, so entwickelt sich zunachst die Phasendetan; nach der Abnahme der Span-

nung geht sie jedoch zurtck (falls das Temperaemmll bis zum Ende der Transformation

nicht zu kurz ist). Dieser Effekt ist als anomaRdickgang der Phasendeformation bekannt.
Die durch die Spannung unterdriickte Martensitplvedehst offenbar bevorzugt (schneller

als die von der Spannung geftrderte Phase), bitke bdartensitphasen wieder gleichverteilt

sind (keine bleibende Gesamtdeformation (siehe A#8), oder bis das gesamte Material in
Martensit umgewandelt ist. Dann kann es eine bielberestdeformation geben.

.

L I I I ! L L L L ! L
50 40 30 20 -0 0 10 20 30 40 50 60

Fraetion, (
=
=

-
T T

-0.02
-0.04

Strain, ¢
=

L I I ! I L L L L I L |
-50 40 -30 -20 -0 0 10 20 30 40 50 60

=\

-0 40 30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60
Temperature, T

Stress, o
o
5

Abb. 7.23 anomaler Deformationsriickgang

7.10.7 Zwei-Wege-Effekt

Wird eine Probe bei der direkten Transformationcwgine kleine Spannung deformiert und
dann - festgehalten in dieser Form - Uber das Temtyoéntervall der Transformation mehr-
mals erwarmt und gekuhlt (“trainiert”), so kann sieh an beide Formen "erinnern" - sowohl
an die Hochtemperaturform (normaler Formgedactiffiskt) als auch an die Tieftempera-
turform (Ergebnis des "Trainings"). Die Ursache dizsen Effekt liegt im thermozyklischen
Kriechen ("normale Plastizitat"), welches beim nmealigen Zyklieren zur Speicherung von
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"echter" plastischer Deformation fiihrt. Diese kanan im Modell berticksichtigen, indem
man im Term fur die innere elastische Spannunges @astische Deformation einfuhrt:

%y((sl +£p)2+(£2+£p)2) (7.38)

Noch einfacher lasst sich der Two Way Effect ehrerg indem man ein Komposit aus ei-
ner elastischen Struktur (mit der fur die tiefe Ppematur gewlnschter Form) und einer Form-
gedéachtnislegierung macht. Bei Erwarmung des Koitgwosrd er die Hochtemperaturform
annehmen und dabei die elastische Phase spannehnWi die Probe gekihlt, so befindet
sich die Legierung im Spannungsfeld, welches daiiehelastische Phase erzeugt ist. Diese

Spannung verursacht Transformationsplastizitat.

=

=
n

Fraction, £

=

. . . . . .
-0 -20 0 20 40 60 80
Temperature, T

005

Strain, &
\

0051

| | | | | |
-40 -20 0 20 40 60 80
Temperature, T

Abb. 7.24 Der Phasenubergang fuhrt nach Aufbringen inn@pannungen Uber die oben eingefiihrten
plastischen Deformationen zu einer Verformung dartkhsitphase auch ohne angelegte Spannungen

Literatur: Popov V.L. Phenomenological model of mlanemory alloys with two compo-
nent order parameterTech. Phys. 41 (11), pp. 1109-1116, 1996.

7. 11 Anwendungen von Formgedé&chtnislegierungen

Formgedachtnislegierungen (z.B. Nitinol) werden indolgenden Bereichen angewandt:

7.11.1 Medizintechnik

Es werden folgende Eigenschaften benutzt: Formdpigc Pseudoelastizitat, das extrem ge-
ringe Korrosionspotential und die damit verbundBrekompatibilitat.

e kieferorthopadische Produkte: Draht fiir fest sitzende Zahnspangen
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e Stents: Medizinischer Stent aus NiTi vor und nach dem Ausdehnen.

Figure 7. Shape memory self-ex-
panding stents. Takan from Ref.
28 {http: (fwwrw raycharm.com)

e Filter: Venenfilter zur Verhinderung des Abschwemmens von Blutgerinnseln

BA]

Figura 4. Simon filter. A, Filtar in tha recovery form. B, Filter releasa. Taksn from Ref. 26
(http:ffwawwenmtrmedical.com),

e Unfallchirurgie: Ausrichten von Briichen

Faurtile, Zomm minplhta Miniscrew, 2 mm

B

Figurs 10, Shape memory bone platas, 4 Plates fixed upon a hurman jaw. 8, Detail of the
plate and the screw, Taken from Ref. 31 (http:fidatabase. cs ualberta, ca™EM Ssma_meams).

e Kardiologie

A
Septum
glEs. Loft
Right B

& strium
- Septum @

Figure &, Atrial septal occlusion devics, 4, Scheme of the heart with the devics in place. 5,
Tha firat half of the davice is placed in the left atrium. C. The second half of the davica is

laced in the night atrium. O, The catheter is withdrawn and the tissus begins its recovary, = 5 i : .
i i 3 i i Figurs &, Atrial septal ecclusion device, Taken from Ref. 28 ihttpfwasnw nmtmedical com).

PFO = patant foraman ovale. Taken from Fef. 26 (httpy/Mww.nmimedical. com)

e Skoliose-Behandlungen

7.11.2 Verbindungselemente

Rohrverbinder im Flugzeugbau (Hydraulikleitungempchbelastbare Verbindungen von
Pipelines, Schrumpfringe zum Dichten, Sicherungsenoit
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e Brillenrahmen (TITANflex): Die Brillenrahmen gehen selbst bei extremer Verformung immer
wieder in ihre urspriingliche Form zurtick.

7.11.3 Sicherheitstechnik

¢ Sicherheitselemente bei Toastern

Stahlfeder

FGL-Druckfeder = .
b) verriegelt T>80°C

a) gecffnet
» Verbriihschutz im Brausekopf, Uberhitzungsschutz in Durchlauferhitzern, Reiskochern u.a.

NiTi- Druckfeder
a) Bypald- Ventil geschlossen —_— / b

¢ Wassermischventil

SMA Spring

Bias Spring

Cool Water Hot Water

Eine Feder aus Formgedéchtnis
ratur. Als Ersatz von Bi-Metallen in Sprinkler- uRduermeldeanlagen.
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7.11.4 Aktuatoren

Regelung, Steuerung und Schalter Schlauchklemméappkntétigkeit bei Ventilatoren,
Thermobimetallschnappelement

Sucllgn—= - - -

Steckverbindungen fur Schaltkreise, Ventilsteuerub@mpfdruckregulierer, Dubel. Aktoren
und Robotik, Gelenke aus Memory-Aktuatoren, Roli@ed von Hitachi, Roboterglieder,
Greifer.

e Motor, Kraftfahrzeug, Antriebe, Luft- und Raumfahrt
Warmekraftmaschinen, Steuerung von Solaranlagdmi®eerferverstellung, Tirschliel3-
anlagen, Aktoren fur die Innenraumbeliftung, veltsaee Tragflachen, Raumfahrtantennen,
Rotorsteuerung am Helikopter
e Dampfung

Ausnutzung der dissipativen Hysterese z.B. wahpswlidoelastischer oder pseudoplasti-
scher Deformation. Eine FGL-Feder kann gleichzeitigDampfer benutzt werden.
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8.1 Einflhrung

Gummi und andere Elastomere spielen eine wichtigéeRn vielen tribologischen Anwen-

dungen. Sie werden dort eingesetzt, wo grof3e Hafter Reibkrafte oder grolRe
Deformierbarkeit gefordert werden. Insbesonderdeimsie Verwendung als Material fir Rei-
fen, Beforderungsrollen (z.B. in Druckern), Spadngte, Dichtungen, Gummib&nder, in
elektronischen Geréten (z.B. fur Kontakte in Tastt) sowie in Haftvorrichtungen.

Die zwei wichtigsten Eigenschaften von Elastomesienl: (1) ein extrem kleiner Elastizi-
tatsmodul (ca. 1 bis 10 MPa, d.h. 4 bis 5 Gro3emarden kleiner als bei ,normalen Festkor-
pern) und (2) eine extrem hohe Deformierbarkeitt Kbnnen Elastomere um ein Mehrfa-
ches ihrer Anfangslange gedehnt werden.

Die Ursache fir beide Grundeigenschaften von Efasten liegt in ihrer Struktur. Elasto-
mere bestehen aus Polymermolekilen, die relatiwach miteinander wechselwirken. Im
thermodynamischen Gleichgewichtszustand befindesish in einem statistisch bevorzugten
verknaulten Zustand. Wird an das Elastomer einenam@sche Spannung angelegt, so begin-
nen sich die Polymermolekiile zu entflechten (Abk).8Wird das Elastomer entlastet, so
relaxieren die Polymermolekile wieder in den knéadgen Zustand zurick. Wahrend bei
.normalen Festkorpern* der GleichgewichtszustandWmasentlichen einem Minimum der
potentiellen Energie entspricht, ist es bei Elagian im Wesentlichen die Entropie, die im
Gleichgewichtszustand ihr Maximum erreicht. Manapgrdann voreEntropieelastizitét

Um ein vollstandiges Auseinanderlaufen der Kettateiu Zugbelastung zu vermeiden,
werden die Ketten bei Gummi durch Schwefelbricketeneinander verbunden — diese Be-
handlung ist al¥ulkanisationbekanm Beim Zusatz von viel Schwefel bei der Vulkanisati
entsteht Hartgummi, bei der Zugabe von wenig Scel&fichgummi. Um ein Optimum an
Elastizitat, VerschleiBbestandigkeit und Haftungeezielen, wird Gummi bei der Herstellung
von Autoreifen mit Ruf3 vermischt. Den so hergeelVerbundwerkstoff nennt man ,ge-
fullten Gummi*.

Dehnung
—

4—.
Relaxation

Abb. 8.1 Schematische Darstellung der Anderung der Strugihgs Elastomers bei Dehnung.

Im Hinblick auf tribologische Eigenschaften gehtmmavon aus, dass die Kontakt- und
Reibungseigenschaften von Elastomeren im Weseetliguf ihre rheologischen Eigenschaf-
ten zurickzufuhren sind. Mit anderen Worten, dieotogischen Eigenschaften von Elasto-
meren sind im Wesentlichen nicht durch ihre Obehineigenschaften, sondern durch ihre
Volumeneigenschaften bedingt. Das ist der Grundumavir uns in diesem Kapitel zunachst
einer ausfiuhrlichen Analyse der rheologischen Egkaften von Gummi sowie Methoden zu
deren Beschreibung widmen. Die in diesem Kapitabeiihrten Begriffe und Methoden
werden im néchsten Kapitel zur Diskussion der Ragbuon Elastomeren benutzt. Wir be-

1In diesem Sinne ist die Gummielastizitat verwamittder ,Elastizitat* eines idealen Gases, wo diedhselwirkungen zwischen
Molekilen keine Rolle spielen und die Elastiziti¢efalls rein entropischer Natur ist.

2 Die Vulkanisation wurde 1839 von Charles Goodysawickelt.
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handeln dabei Elastomere #lseare viskoelastische Stoffe. Die Behandlung von Nicia#-
ritaten ginge uUber die Grenzen dieses Buches hinaus

8.2 Thermodynamische Effekte und Thermodynamik vorGummi

Auf dem Bild (Abb. 8.2) aus einer klassischen Atlwain Anthony, Caston und Guth (1942)
erkennt man folgenden Zusammenhang:
Bei kleinen DehnungenA(= L/ L, <1.1) nimmt die Spannung bei konstanter Dehnahg

wenn die Proberwarmtwird.

2
0.4

1.38
0.3 | /

0.2f

1.13

Stress (Mpa)

0.1

1.06
1.03

0

250 275 300 325 350 375
T(K)

Abb. 8.2. Spannungsverlauf Gber die Erwarmung bei konstamdnung

Bei groReren Dehnungen nimmt die Spannung bei Enwég jedoclzu Diese Anderung
ist alsthermoelastische Inversidpekannt. Die Ursache daflr liegt in der thermiscbeh-
nung: Wirde man die Lange auf die wirkliche Glemhghtslange bei gegebener Tempera-
tur normieren, gabe es diesen Effekt nicht, undSgiannung wirde immer mit der Tempera-
tur steigen Dies ist eine fur di&€ntropieelastizitatharakteristische Eigenschatft.

Widmen wir uns zunadchst der Thermodynamik: Wir &eten ein Stiick Gummi, dass in
einer Richtung auf Zug belastet wird. In guter N@hg bleibt das Volumen dabei konstant,
d.h. der Querschnitt wird sich &ndern. Die Gibbdeben ist fur dieses Beispiel:

dU =TdS+ Pdl (8.1)

TdS ist die zugefihrte Warme urfddL die durch die (Zug-)Kraf bei LangenanderundL
geleistete Arbeit. Die freie Energie Uber die Legie-Transformation definiert als

F=U-TS (8.2)
Ihr Differential ist gleich
dF = PdL- SdT (8.3)
Die partiellen Ableitungen voR nachL undT sind:
9F =P unda—F =-S (8.4)
oL |, oT|,
0°F _ 0°F

Da die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nieftthtig ist: folgt daraus:

oLOT aTaL’
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oP

oP| __0S
oT

N (8.5)

N
Fur die Kraft erhalt man also:

P:a_F:a_U—Tﬁza_U+Tﬁ) (86)
oL oL oL oL oT

In der Abb. 8.3 wird der Versuch einer Separaties ehergetischer(au /aL) und des

entropischerAnteils (—T68/6 L=ToP/o 'I) der elastischen Kraft eines nattrlichen Gummis

vorgenommen (Nach Wood und Roth (1944)).
Nach diesen Erkenntnissen ist der entropischedgiirs A = 2.7 Uberwiegend.
15

T(f/5L)
p,A

Stress (Mpa)
(=]

(BE/5L)

&
S+ }f@o\&\b
- N
—| - T(3f/5L)
P p

10 (sé/sﬁ »
) v, T

T
-15 L 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8

Abb. 8.3 Separation des energetischen und des entropigatiteils der elastischen Kraft nach Wood und Roth.

8.3 Statistische Theorie von Gummi

Um mit den thermodynamischen Beziehungen etwasigafazu konnen, bendtigen wir noch
eine Zustandsgleichung. Um diese zu erhalten, masssich die mikroskopischen Ursachen
der Gummielastizitat genauer ansehen.

Z A

<«
.
(=]
=Y
.

Abb. 8.4 Polymerketten

Wir untersuchen zunéachst die statistischen Eigeaisai eines einzigen Polymermolekiils.
Wenn sich ein Ende der Kette im Koordinatenursprioefindet und das andere am @yt so
kann man fragen, wie grof3 die Wahrscheinlichke#sdr Konfiguration ist. Ware die
Polymerkette absolut flexibel und die Lange einegednen Gliedes, so kbnnte man sich ei-
ne einzelne Konfiguration als zufélliges Wandenmmesi Punktes mit der Sprunglanigeor-
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stellen. Es handelt sich dann um eine Art ,Diffusiovobei die Rolle der Zeit die Lange der
Kette spielt.

8.3.1 Diffusion auf kubischem Gitter

Wir nehmen an, dass es ein Teilchen gibt, dasdenjeZeitschrittAt genau einen Sprung der
Langel auf einem kubischem Gitter macht, d.h. es springveder in x-Richtung, oder in y-
Richtung, oder in z-Richtung (und davon gibt esgisvzwei Moglichkeiten), d.h. es gibt 6
aquivalente Springe.

Wenn wir viele gleiche Teilchen springen lasserg @mdert sich die Wahrscheinlichkeit,

ein Teilchen am Orf =(x, Y, 2)' zu finden? Die Wahrscheinlichkeit, dort eines ndén, er-

hoht sich, wenn von woanders ein Teilchen an denfGr(x,y, z)" springt. Dafur gibt es 6
Maoglichkeiten mit der Sprungwahrscheinlichkeit 1D8e Wahrscheinlichkeit ein Teilchen zu
finden wird sinken, wenn ein Teilchen vor dem Sprisereits am Ort = (X, y, 2)" ist, denn
dann wird es mit 100% Sicherheit wegspringen. Matitesch heil3t das:

p(X, v, 7 t+A - p(xyz)=%( 0x lyzr bx¥ .1zt @x.yz, i

+5pu—Lyzvqurlthﬂxsz) (8.7)

—p(X ¥,z 9

Entwickeln wir die Wahrscheinlichkeitsdichpenach kleinenAt undl. Nach dem Ort wird
bis zur zweiten Ordnung in alle Raumrichtungen éckeit, z.B.

op , 10°p
X y-1,z1t)= - k==—1-
p(x y=1,z1) mxyz)ay 20y
Als Ergebnis erhalt man:
2 2 2 2
ot 6At\ox* dy* 07

2
Dies ist eine Diffusionsgleichung mit dem DiffusgkoeffizientenD :%i d.h. wir haben

die mikroskopischen Spriinge eines Teilchens mieremakroskopischen Gleichung ver-
knupft.
Fur diese isotrope Diffusionsgleichung gibt es falgende Losung:

p(F )= (8.9)
(4mDt)
Das ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen am ©ru finden, wenn es bé&r0 am Ort
r =0gestartet ist. Der Mittelwert der Abweichung vorrspkmng(F} ist 0, der quadratische

Mittelwert jedoch nicht. Man erhalt namlich:

2

<r2>:=jvr2p(F,t)dV =4ﬂTr4p(F,t)dr = @Dt =i (8.10)
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8.3.2 Entropie von langen Ketten

Nun kommen wir zurlick auf unsere Polymerketten. $tarten am Ort O und berechnen den
mittleren quadratischen Abstand des Endes der Kettaliesem Punkt. Wir nehmen der Ein-
fachheit halber an, dass die Kettenglieder die kdrigaben. Alle Glieder sollen mit rechten
Winkeln verbunden sein, d.h. wenn wir die GliedemvStart bis zum Ende verfolgen, erhal-
ten wir ein Bild, was analog ist zum Sprung einedichens auf kubischem Gitter. (Die Be-
schrankung auf rechte Winkel kann fallengelassemeve dies wird aber hier nicht gemacht.
Eine Betrachtung mit Winkelabhéngigkeit findet siam Buch von I. Miiller.) Der einzige
Unterschied ist, dass es nun keine Zeitschritte gdmdernm Schritte werden ohne Zeitein-
heit einfach abgezahlt. Das heil3t, nun ist ierdurch 1 zu ersetzen undlurchm. Fir den
Quadratischen Mittelwert kbnnen wir jetzt also sdben:

r2= <r2> =6Dm =ml? (8.11)

Das heil3t, in der Gleichung fir die Wahrscheinlahdverteilungp missen wir die Erset-
zung

Dt - szé ¥ (8.12)

vornehmen und erhalten fir die Wahrscheinlichkeittilung des mittleren quadratischen
Abstands 7 der beiden Kettenenden:

3 32 32
r) = e 26 8.13
p(r) ( 277T02j (8.13)

Diese Gleichung gilt allerdings nur im Grenzfalb8erm, d.h. firm - .
Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung sagt uns, véefig eine Konfiguration mit Kettenen-
den-Abstandr anzutreffen ist. Diese Antreffwahrscheinlichksttiber die Formel

S=kIn( zg ) (8.14)

direkt mit der Entropie verbunded.ist hier die Anzahl moglicher Konformationen. Vgit-
zen dies in die freie Energie ein:

F=-TS=-kTin( 24 }). (8.15)
Somit erhalten wir:
2 3(x2+y?+ 7
F=F+kTo =F+kT ( Y ) , (8.16)
2r, X,

wobei alle Konstanten iRy gesteckt wurden (man beachte die Logarithmusregekr) Wert
ro charakterisiert den ungespannten Zustand desklilsldalso seine wahrscheinlichste
Form). Wird jetzt eine dreiachsige Deformation effidrt gemal x=Ax,, Y=4,Y,.

z= A, 7, so &ndert sich die freie Energie wie folgt:

3%, + A2y, 2+ A2z))
2r7

F=F,+kT (8.17)

Die Differenzzwischen beiden Energien ist gleich

AF :%kBT(/}f +A2+12-3) (8.18)
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Die freie Energie der gesamten Probe ist daheclylei

F —%NkT()I12+)I22+/132—3) (8.19)

ot

N ist hier die Gesamtzahl der Molekiile.

8.3.3 Ein- und zweiachsige Deformationen

Die Energie GI.(8.19) wollen wir nun fur zwei Arteon Deformationszustdnden betrachten:
Den einachsigen (der fur alle folgenden Kapitel Bésspiel-Deformation verwendet werden
wird) und den zweiachsigen, der z.B. fiir die Bererig von Luftballons relevant ist.

Fur dieDichteder freien Energie konnen wir schreiben:

F

f=l
VO

= fO(T)+%nIg3T(/]f 124 27). (8.20)

N . : : .
n= =— ist die Konzentration der Polymermolekiile.

N _N
Al Vo
8.3.4 Einachsige Deformationen

Betrachten wir jetzt als Sonderfall eiemachsigeDeformation eines Quaders mit Seitenlan-
genLy, L), L3, wobei wir annehmen, dass sich das Volumen desriaét nicht andert:

1= =—l22-) [, (8.21)

Unter Berlcksichtigung der Symmettig = A, = A und mit der Bezeichnung, = A erhalten
wir: A, =1/+/A und damit fur die freie Energie:

F=F, +1 NkBT(/]Z +3j (8.22)
2 A

Die Kraft ergibt sich durch Ableitung der freien Energiemder LangelL := L, = AL} = AL,

p=OF _OFOA_0 lNkBT(A%E—sj 2L, (8.23)
oL 0AdL 042 A oL L,

also:

p= NkBT(/] _izj (8.24)
L, A

Dies ist sozusagen diustandsgleichungir den Gummiquader — vergleichbar mit der Zu-
standsgleichung fur ideale Gase. Fur 8pannungnissen wir beachten, dass sich der Quer-
schnitt andert, denn es gilt ja:

A=Y Yo _A (8.25)



8.3 Statistische Theorie von Gummi 117

Es ergibt sich:

P_ P
g=—= >
A A

t

(8.26)

Abb. 8.5 Spannung in Abhangigkeit vor ; experimentelle Daten verglichen mit der stati$ten Theorie
(Daten von Higgs und Gaylord (1990).

Der Elastische Modul:
E=3nk, T (8.27)
und damit auch der Schubmodul
E
2(1+v)

(die Poissonzahl ist ja fast ¥2) sind proportional absoluten Temperatur.
16

=nk, T (8.28)

n0=5f n=25 n=100
12+

8

o,/ NKT

Gaussian
4+

0 | | | |
4 6
A
Abb. 8.6 Spannung in Abhangigkeit vah fur unterschiedliche Anzahlen der Kettenglieder.

10

Bei starker Dehnung ist die Gauldsche Naherung mettr gultig. Eine genauere Theorie
sagt eine grol3ere Steifigkeit bei groRen Deformatiovorher. Die Gaul3sche Naherung ist
umso besser, je mehr Kettenglieder das Polymer ittelMhat (Abb. 8.6: bei 100 Gliedern ist
die Naherung bis etwa zur dreifachen Dehnung gut).

Aus Gl. (8.15) und (8.22) entnehmen wir die Enteapi Abhangigkeit vori:
1 2
S=S-= Nk|A*+= 8.29
§-3 N 4+ 2] 829)

Diese hat folgende Form (siehe (Abb. 8 F)ist so gewahlt, das§1)=0 wird.) Wir sehen,
dass die Entropie ein Maximum hé&i=1 hat, also gerade im ungedehnten Referenzzustand.
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0,5 1 1,5 2 2,5 3

S [u.a.] _
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74
Abb. 8.7 Spannung in Abhangigkeit vah.

Das System strebt also dem Zustand maximaler Eetmp Dies ist auch der Grund, warum
Gummi sich zusammenzieht, wenn wir eine Zugkrafegen und es erwarmen: Wir ver-
schieben das System zu grol3eren Deformationenesaiko seine Entropie. Wenn wir nun
Entropie zufiihren (durch Erwarmen), so gehen wirDimagramm zu kleineren Deformatio-
nen, d.h. das Material zieht sich zusammen.

Wenn wir Gummi schnell (d.h. ndherungsweise adisttat dehnen, wird die Deformati-
onsentropie sinken, die Uberschissige Entropie datter als Erwarmung des Materials spir-
bar, die Temperatur wird sich erhdhen.

8.3.5 Zweiachsige Deformation

Fiur die zweiachsige Deformation nehmen wir an, digsDehnungen in zwei zueinander
senkrechten Richtungen gleich sind. Dies ist zéémbAufblasen eines Luftballons so. Setzen

wir also flr die DeformationemM = A, = A, = A, = )I—lz , SO erhalten wir fir die Energie:

FeFel NkBT(ZAZ Uij (8.30)

Allerdings muss man fiur grof3e Dehnungen bertckgieht dass die Gaul3-Naherung nicht
mehr gultig ist. Es zeigt sich, dass man einen &durterm der Form:

FaF+l NkBT{z/}Z +A_14+K(A_22+A4ﬂ (8.31)

ansetzen muss, wobgi= 0.1fir Gummi ist.



8.4 Viskoelastische Eigenschaften von Elastomerehl9

8.4 Viskoelastische Eigenschaften von Elastomeren

8.4.1 Spannungsrelaxation in Elastomeren

Betrachten wir einen Gummiblock, der auf Schub bparcht wird (Abb. 8.8). Wird er
schnell deformiert, so steigt die Spannung im arMement auf ein hohes Niveam(0) und
relaxiert danach langsam zu einem viel kleinerevelli o() (Abb. 8.9), wobeiog () bei
Elastomeren um 3 bis 4 Grolenordnungen kleinerksein also(0). Die physikalische Ur-
sache fur dieses Verhalten ist klar: Im ersten Munt@ben die Polymerketten noch keine
Zeit, um sich zu entflechten, und der Gummi redgige ein ,normaler fester Stoff. Der ent-
sprechende Schubmod@®(0)=0(0)/&, hat dieselbe Grolenordnung wie der Schubmodul
von Glas und wirdslasmodulgenannt. Das Verhaltnis(«) = o()/ ¢, beschreibt das Materi-

alverhalten nach einer langen Wartezeit und wtatischer Schubmodglenannt. Im Laufe
der Zeit wickeln sich die Molekule auseinander, ul innere Spannung im Material gibt
nach. Das Verhaltnis

=20 (8.32)

80

bezeichnet man alseitabhéngigen Schubmodis ist leicht zu sehen, dass diese Funktion
die mechanischen Eigenschaften eines Stoffes &otlgy beschreibt, vorausgesetzt, dass der
Stoff einlinearesVerhalten aufweist:

Nehmen wir an, dass der Block nach einem belieb{gesetze(t) deformiert wird. Eine
beliebige Abhangigkeik(t) kann immer als eine Summe von zeitlich verset&trienfunk-
tionen dargestellt werden, wie dies schematisckbin. 8.10 gezeigt ist.

(¢}

—_—

P

/ /
/ e/
/ L/
/ /

Abb. 8.8 Schubdeformation eines Gummiblocks.

o

a t b !
Abb. 8.9 Wird ein Gummiblock zum Zeitpunkt =0 schnell um &, deformiert, so steigt die Spannung
zunachst auf ein hohes Niveau und relaxiert dan@tider Zeit zu einer viel kleineren Spannung.

Eine ,elementare Stufenfunktion“ in dieser Abbilduaum Zeitpunktt’' hat offenbar die
Amplitude de(t') = £(t)dt . Der mit ihr zusammenhangende Beitrag zur Spanmingeich

do = G(t-t)&(t)dt, und die gesamte Spannung zu jedem Zeitpunkt lee¢sich somit zu
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o(t) = j G(t-t)e(t)dt . (8.33)

e A &(t)

/]

/]

| >
t

Abb. 8.10 Darstellung einer Funktion der Zeit als Superpositton mehreren versetzten Stufenfunktionen.

Gleichung (8.33) zeigt, dass der zeitlich abhan@geubmodul im mathematischen Sinne als
eine Gewichtsfunktion verstanden werden kann, mitdie in der Vergangenheit liegenden
Deformationsdnderungen zur Spannung zum laufendstpunkt beitragen. Aus diesem
Grunde wirdG(t) manchmal aucksedachtnisfunktiogenannt.

8.4.2 Komplexer, frequenzabhangiger Schubmodul

Andert siche(t) nach einem harmonischen Gesetz
£(t) =&cost), (8.34)

so stellt sich nach einem Einschwingvorgang eimsogische Anderung der Spannung mit
der gleichen Frequen@ ein. Den Zusammenhang zwischen der Anderung dearibation
und der Spannung kann man besonders einfach demstalenn man die reelle Funktion
cos(t ) als Summe von zwei komplexen Exponenten darstellt:

cos(ut )=£(ei“‘ +eg'“ ) . (8.35)
2
Wegen des Superpositionsprinzips kann man zundabtbsBpannungen berechnen, die sich
aufgrund der komplexen Schwingungen
et)=&€“ und ¢ ¢ )=&e™™ (8.36)

ergeben und diese Spannungen anschlieRend sumnfsatzen wirs(t) = 2¢“ in (8.33) ein,
so erhalten wir fUr die Spannung

o(t)= j G(t—t)iwee™ dt . (8.37)
Durch Subs;io;utiorfzt—t’ bringen wir dieses Integral zur folgenden Form
o) = jG(t—t’)ia)éei“"dl’ = iwéé“’T qéd e« & (8.38)
o 0
oder:
o(t) = G(w)&e“ = Gw)e(d) . (8.39)

FUr eine harmonische Anregung in Form einer kongiekxponentalfunktiord* ist die
Spannung proportional zur Deformation. Der Propodiitatskoeffizient
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G(w) = inG(f)e“‘*‘ o (8.40)

ist im Allgemeinen eine komplexe Gro3e und wkainplexer Schubmodgenannt. Sein Re-
alteil G'(w) = ReG () wird Speichermodulsein Imaginarteil G"(w) = Im G(w) Verlustmo-
dul genannt

Die Amplitudeder Schwingungen wird durch d&etragder komplexen Spannung bzw. De-
formation gegeben:

lo(t)] =|G(aw)ze* | =| Q) 1£]| & (8.41)
Da der Betrag‘e“‘l‘ =1 ist, folgt daraus:

lo(t)] =|G(e)|4]. (8.42)

Demnach sind die Schwingurageplitudender Spannung und der Deformation durch Ben
trag des komplexen Schubmodegsbunden.

Um den Begriff des komplexen Moduls naher zu edéuytbetrachten wir zwei einfache
Beispiele:
(a) Fur einerinearelastischen Korpegilt fir die Scherdeformation nach dem Hookeschen
Gesetz:0 =Ge¢. Der komplexe Modul hat in diesem Fall nur einesakeil, und dieser ist
gleich G.
(b) Fur reine Scherung einkamear viskosen FlussigkeifAbb. 8.11) gilt

dv

o=nV. (8.43)
dz
Fir eine periodische Bewegurdgl,t) = u,e“ gilt somit:
&(t):n% :n@:mw 06 =iwné(t). (8.44)

Der komplexe Modul
G(w) = iwn (8.45)

hat in diesem Fall nur einen imaginaren TREG=0, ImG = .

z

A u(lt)
! .

O/

Abb. 8.11 GleichmaRige Scherstrdomung einer linear-viskoséadigkeit.

8.4.3 Eigenschaften des komplexen Moduls

Aus der Definition (8.40) folgt, dass
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G(-w) =G (w) . (8.46)
.~ bedeutet hier konjugiert komplexe Gro3e. Findgeal- und Imaginarteil des Moduls be-
deutet das:

G'(-w) =G (w),

G'(~w) =-G'(w).

Real- und Imaginarteil des komplexen Moduls sinchhunabhéngig voneinander, sondern
missen den sogenannteramers-Kronig-Relationegenigen:

(8.47)

L 26%1 G'(2)
T 26 - Z)d (8.48)
Sw=-22 210

Integrale in dieser Gleichung sind als Cauchy-Haepintegrale zu verstehen (d.h. man na-
hert sich Polstellen symmetrisch an, damit sich ridiiehkeitsstellen gegenseitig aufheben
konnen).

Ist der komplexe Modul im gesamten Frequenzberegitannt, so kann der zeitlich abhan-

gige Modul berechnet werden. Indem wir (8.40) mizLe“‘1 multiplizieren und anschlie-
21T

Rend Uberw (von —« bis o) integrieren, erhalten wir
I_G( w)e d“"—f &) ¢ d. (8.49)
O —00

Die in Abb. 7.9 a gezeigte Stufenfunktion entsprieft) = £,0(t), wobei (t) die Diracsche
0 -Funktion ist. Indem wir die Identitat

T €“ dw= 270 (1) (8.50)

benutzen, vereinfacht sich die rechte Seite undeésleibt lediglich der zeitlich abhangige
Schubmodul. Unter Bertcksichtigung von (8.32) ddtnit folgender Zusammenhang

O'(t) G(Cl))éax dow= _1 T _1( G'(a))sina)t+ G"(a)) COSC()? av (8.51)

G(t) £ 27T'[ iw 2e W
0

8.4.4 Energiedissipation in einem viskoelastischdaterial

Eine Deformation des Materials nach dem Gesgtze € fiihrt nach der Definition des

komplexen Schubmoduls zur Spannuag—gG(a))é“‘ Bei der Deformatione, = £,

—I&I

mussen wir nur das Vorzeichen der Frequenz andeym &, G( w)e -eoé*(a)) e . Ist

die gesamte Deformation tber die Summe youond ¢, darstellbar

£ = g, cosut =£—2°(ei“‘ + e_i‘") : (8.52)
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so berechnet sich die Spannung aufgrund der Lidéaes Systems tber die Summe vwon
und o,:

:%EO(G(a))é“‘ + Q) e““’) =&,( Yw)coswt Gw)sinw}. (8.53)

Wir kénnen nun die Leistung dieser Spannung in einem Einheitsvolumen berechnen
P= <0‘(t)£‘(t)> =1welG(w). (8.54)

Die Energiedissipation wird unmittelbar durch demaginarteil des komplexen Moduls be-
stimmt. Damit hangt die Bezeichnun¥yeérlustmodul fir den Imaginarteil des elastischen
Moduls zusammen.

Bei vorgegebener Spannung bertcksichtigen wir digerischaft (8.42) und schreiben

~ 2
o; :‘G(w)‘ £Z. Damit kénnen wir (8.54) auf die Form

B =

N~

wo? MO - _y 72 |m(ﬂi] (8.55)
G(o) G(aw)

bringen.

8.4.5 Messung komplexer Module

Wird ein lineares viskoelastisches Material peseti mit der Kreisfrequenzv nach dem
Gesetz (8.52) deformiert und der Spannungsverlald3] im eingeschwungenen Zustand
aufgezeichnet, so kann man den komplexen Moduirbestn, indem man die Mittelwerte

E =(o(t)e(t)) undP=(co ¢t ¥ () (8.56)
bestimmt. Die mittlere Leistung haben wir bereite berechnet und mit dem Verlustmodul

verbunden. Der MittelwerE kann nun mit denSpeichermoduVverkniipft werden, denn es
gilt:

E==G¢. (8.57)

N~

Der Realteil de<s -Moduls berechnet sich also aus

ReG =G =2 (8.58)

2 )
0
wahrend man den Imaginéaranteil aus (8.54) erhalt:

2
GWE,

ol

IMG=G"=

_ (8.59)

N
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1000

500

-1 -0.5 0.5 1

! Y4 / ele,

500

-1000

Abb. 8.12 Spannungs-Dehnungs-Diagramm fir ein viskoelastisbhegerial.

Die Gleichungen (8.52) und (8.53) beschreiben irap@trischer Form das dynamische
Spannungs-Dehnungs-Diagramm, welches eine elligidéorm hat. Die mittlere Steigung
des Diagramms ist dabei glei¢hi . Fir £ =0 erhalten wiro =+£,G" Der Imaginarteil kann

somit aus der Breite der Hysteresefigur bestimmtier.

8.4.6 Rheologische Modelle

Bei raumlich homogenen Deformationen kann man métait mit Modulen mit Steifigkeiten
arbeiten. Die zwei Grundelemente sind dabei eineali elastische Feder und ein Dampfer.
Aus diesen Elementen lassen sich kompliziertere Idoationen zusammenstellen, die prak-
tisch ein beliebiges viskoelastisches Verhalterildbb konnen.

Betrachten wir zunachst die Grundelemente, dieodesth angeregt werden sollen. Fir ei-
ne linearelastische Fedeohne innere Dissipation (Abb. 8.13 a) gilt bekéiobhtdas Hoo-
ke’'sche Gesetz:

F =cx. (8.60)
Den Proportionalitatskoeffizientetynennen wirFederzahloder auchi-edersteifigkeit

Betrachten wir jetzt einelinearen DampfefAbb. 8.13 b):

F =dx. (8.61)
Fur eine harmonische Anregung in komplexer Fdtm F,€“ suchen wir die Losung in der

Form X= % é“. Das Ergebnis lautetE (t) =idwX(t), d.h. de Kraft ist zu jedem Zeitpunkt
proportional zur Auslenkung, wie bei einer Fed@er Koeffizient

& =idw, (8.62)

der die Kraft mit der Auslenkung verbindet, istizjeaber komplex und héngt von der Fre-
quenz ab. Wir nennen ilkomplexe, frequenzabhangige Federzatdr steifigkeit.

¢ P d g d c~idw
j—&/\/\/\/\,—» %—E—» ——= MWWV
a b c

Abb. 8.13 (a) linearelastische Feder, (b) geschwindigkeitspritonaler Dampfer, (c) komplexe Steifigkeit
eines Dampfers.
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Fur einallgemeinedineares mechanisches System (d.h. ein beliebigpkaiertes System
aufgebaut aus linearen Federn und Dampfern) gilelmer ErregerkraftF,e“ ein linearer
Zusammenhang:

F(t) = @)X, (8.63)

wobei ¢(w) nun die komplexe Federzahl des Systems ist. Diésiel®ing gilt allerdings nur
bei einer Anregung mit der Frequenz In expliziter Form lautet sieF,€“ = (w) % & .
Bei einer Parallelschaltung von zwei Federn mit Bederzahlerc, und c, ergibt sich eine

Feder mit der Federzalil= ¢ + c,. Bei einer Reihenschaltung gﬂit:i+—1:> c=—4%

c Gq G Gt G
Ahnliche Schaltungen kann man auch fir Kontinuaubsam, dann miissen die Steifigkeiten
durch Module ersetzt werden.

Der fur uns im Weiteren wichtigste Bestandteil grerheologischer Modelle ist das
Maxwellsche Elemenhestehend aus einer Feder, die in Reihe mit eD@mpfer geschaltet
ist. Untersuchen wir die Eigenschaften dieses Emspewobei wir gleich von der
kontinuumsmechanischen Version des Modells ausgehemicht von Steifigkeiten, sondern
von Modulen sprechen.

Abb. 8.14 Maxwellsches Element.

Die komplexen Module der Feder und des Dampfeid sirund inw. Aufgrund der Reihen-
schaltung ergibt sich der gesamte Modul

. _Gljw_ Glw (G-inw) _C(nws+(nw))

= = = 8.64
vl Grinw  (G+inw) (G -inw) G? +(nw)* (8.64)
Der Speicher- und der Verlustmodul sind gleich
, G(nw)’ , nasG?
GMaxwell - %' GMaxwell = o /. \2 ¢ (865)
G* + (1) G +(nw)
Indem wir die Grol3e
r=nlG (8.66)
einfihren, kdnnen wir die Gleichungen (8.65) autter Form
2
, awr . wr
c-:'Maxwell = G(—)z’ Masxwell — C-:'72 (867)
1+(wr) 1+(wr)

darstellen. Die Grol3e hat die Dimension Zeit.

Untersuchen wir nun die Spannungsrelaxation inreidedium, das durch ein Maxwell-
Element beschrieben wird. Wir benutzen dabei digbhb. 8.14 eingeflhrten Bezeichnungen.
Die auf den Verbindungspunkt zwischen Feder und amwirkende Spannung ist gleich
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-G(e-¢)+né,. Wegen der Masselosigkeit des Verbindungspunktessndiese Spannung
verschwinden:-G(e -¢,) +7¢,=0. Indem wir diese Gleichung durch dividieren und die
Bezeichnung (8.66) einflihren, kbnnen wir sie wigtfschreiben:

&, +E =€. (8.68)

Wird das Material zum Zeitpunkt=0 plotzlichum &, deformiert, so gilt fiir alle Zeitpunkte
t>0

&, +E =&, (8.69)

mit der Anfangsbedingung;(0)=0. Die Losung dieser Gleichung mit der genannten An-
fangsbedingung lautet

g =¢6,(1-e""). (8.70)
Fur die Spannung ergibt sich
0=G(g,-5)=Ge,e"". (8.71)

Die Spannung Kklingt exponentiell mit der charalgigschen Zeitr ab, die marRelaxations-
zeitnennt.

8.4.7 Ein einfaches rheologisches Modell fir Gumpstandardmodell®)

Wir wollen nun ein Feder-Dampfer-Modell aufbaueas dlie wichtigsten dynamischen Ei-
genschaften von Gummi bei periodischer Beanspruglathalt. Diese sind:
1. w=0: Bei kleinen Frequenzen misst man einen kleinastisichen Modul (quasistatische
Deformation) und kaum Dissipation, d.h. der Damphianteil ist sehr klein.
2. w - o Bei sehr hohen Frequenzen misst man einen selBegrModul (typischerweise 3
GroRRenordnungen hoher als bei quasistatischer Baanising), und ebenfalls keine nen-
nenswerte Dissipation.
3. Bei mittleren Frequenzen misst man mittlere Medgleichzeitig aber auch starke Dissipa-
tion.

Diese Eigenschaften resultieren aus der Tatsaeiss, dle Molektlketten sich nur in endli-
chen Zeiten ver- und entknaulen kénnen.

G, G,

Abb. 8.15 Ein einfaches rheologisches Modell fir Gummi.

Diese Eigenschaften eines Gummiblocks sollen natitgtiv durch das in Abb. 8.15 dar-
gestellte rheologische Modell beschrieben werdene®sich dabei um eine Parallelschaltung
einer linearelastischen Feder und eines Maxwelts&lementes handelt, kénnen wir sofort
schreiben
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_ (wr)’ T
G Gl+Gz—1+(wT)2, G GZ—1+(a)r)2 (8.72)

mit 7=n/G,. Die Abhangigkeiten der Module von der Frequema doppelt-
logarithmischerMalf3stab sind fur den FaB, / G, =1000 in Abb. 8.16 dargestellt.
Fir kleine Frequenzew<G,/n (quasistatische Belastung) strebt der Modul gegen

Fir sehr grol3e Frequenzen>G, /7 strebt er gegers, > G,. Das bedeutet, dass bei sehr

langsamen Belastungen Gummi weich ist, bei sehredldm Belastungen hingegen hart. Ty-
pische Schubmodule eines geflllten Gummis bei &leffrequenzen liegen bei 10 MPa, wah-
rend er bei groBen Frequenzen ca. 1000 Mal gréferlm mittleren Bereich ist der
Imaginaranteil Gberwiegend"(w) =nw, d.h. das Medium verhalt sich bei periodischer Be-
anspruchung wie eine viskose Flissigkeit.

3

_>
2,51 <
-2
. =
(@) 2
on
2
1,51
1_
0,5 1 -
0 1 2 3 4

log(mw)

Abb. 8.16 Real- undimaginarteil des frequenzabhangigen Moduls fiir ida8bb. 8.15gezeigte rheologische
Modell mit G, / G, =1000.

Aufgrund der Tatsache, dass es sich um eine Packitung einer Feder und eines
Maxwellschen Elementes handelt, kbnnen wir wiedesofort schreiben

o(t)=£(G,+G,e"). (8.73)

Dividiert durch &, ergibt sich die normierte Spannung, die wirzaglich abhangigen Modul
bezeichnet haben:

G(t) =0/ =(G+G,e"). (8.74)

Er relaxiert vom WerG, = G + G, = G, fir t =0 zum WertG, =G flrt - .

8.4.8 Einfluss der Temperatur auf rheologische Emggehaften

Die endliche Zeit der Spannungsrelaxation ist gtalsich durch kinetische Prozesse der
"Auseinanderwicklung" von Polymermolekilen bedingtes sind thermisch aktivierte Pro-
zesse; sie hangen daher stark von der TemperatiDaalie Relaxationszeit im komplexen
Modul (8.72) nur in der Kombinatiowr(T), und in dem zeitlich abhangigen Modul (8.74)

nur in der Kombinatiort / 7(T) erscheint:
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G(t) = F(t/7(T)), é(a)) = Qwr(T)), (8.75)

unterscheiden sich Frequenz- bzw. Zeitverlaufe Mmdulen im logarithmischen Mal3stab
nur durch eine Verschiebung der gesamten KurveGalszes parallel zur Zeit- bzw. Fre-
quenz-Achse um den Betrdgg(r(T,)/7(T,)) (Abb. 8.17). Aus diesen Grinden nennt man

log7(T) auchShift-Funktion.

Bei der Beschreibung von rheologischen Eigenschaften Elastomeren wird sehr oft da-
von ausgegangen, dass die oben gemachte Annahm¢ &8.ch dann gilt, wenn die Rheolo-
gie nicht durch das oben gezeigte einfache Modedkchrieben wird. Williams, Landel und
Ferry haben 1955 fiur die Shift-Funktion eine anstyte Approximation vorgeschlagen, die
zwei Konstantenc, und C,enthalt und alsVLF-Funktionbekannt ist. Die Konstanten sind

fur jede Gummisorte experimentell zu bestimmen:

ogry=— "0 _gfy 2 (8.76)
C,+T-T, 1+GHT-T,) ) '
T, ist die so genanntéerglasungstemperatur
34 3
2.5 2.5
= 2 2]
<} ©)
15 215
= |
051 0.5
0 0%
. log) b log(o)

Abb. 8.17 Relaxationsfunktion (a) und frequenzabhangiger Mdbdy bei zwei Temperaturen. Die kleinere
Relaxationszeitr, entspricht einer hoheren Temperatur als die (esefin Beispiel ca. 100 mal grof3ere)

Relaxationszeit, .

8.4.9 Masterkurven

Die Annahme (8.75) wird zur experimentellen Wiedestellung der gesamten Relaxations-
kurve mittels Messungen in einem begrenzten Zeitvail benutzt. Betrachten wir beispiels-
weise die Spannungsrelaxation bei einem ZugverdbiehProbe wird schnell una =1% de-
formiert, und anschlie3end die Spannung als Funidir Zeit gemessen. Experimentell gibt
es nur begrenzte Mdglichkeiten, die Zeit bei salcEgperimenten aufzulbésen. Wir werden
als Beispiel die Spannungsrelaxation im Zeitfengter 3 bis 600 s nach der pl6étzlichen De-
formation untersuchen: kiirzere Zeiten sind schgyiet realisieren, wahrend grofR3ere Zeiten
zu praktisch nicht akzeptablen Laufzeiten des Erpats fuhren.

Experimentelle Ergebnisse bei verschiedenen Termyerakdnnen indoppellogarithmi-
schenMal3stab wie in Abb. 8.18 aussehen. Wir gehen vamHypothese aus, dass die bei
verschiedenen Temperaturen gemessenen Kurven gang@ander verschobene Teile der-
selben Kurve sind. Man versucht nun, diese Teileuswerschieben, dass sie eine ganze Kur-
ve bilden (Abb. 8.19).
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Dieses Verfahren zeigt sich erfolgreich und fuhrteiner ,experimentellen” Relaxations-
kurve in einem Zeitintervall, das einer direkterpesmentellen Messung unzuganglich ist
(z.B. vom Submillisekunden-Bereich bis zu Jahréngse Kurve nennt sich ,Masterkurve*.
Die Verschiebung ist dabei bei verschiedenen Teatpean bzw. in verschiedenen Zeitberei-
chen nicht die gleiche, was Unterschiede in denvidtungsenergien auf verschiedenen Ska-
len widerspiegelt.

10000,
=y Isothermeg
E 1000 o T=-50°C _:"'!ln-‘;
= o T=-40°C
3 T=-30°C
= T=-25°C
g 100 . T=-19°C
p= T=-10°C .
O T=-5°C \
g 10 « T=20°C
— ©00000 0oy

1
1,00E-12 1,00E-08 1,00E-04 1,00E+00 1,00E+04 1,00E+08 1,00E+12
log Zeit t [s]

Abb. 8.18 Messungen der Spannungsrelaxation bei verschiedesmaperaturen im gegebenen Zeitfenster.
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1
1,00E-12 1,00E-08 1,00E-04 1,00E+00 1,00E+04 1,00E+08 1,00E+12
log Zeit t [s]

Abb. 8.19 Die Abschnitte der Spannungs-Relaxations-Kurven heirschiedenen Temperaturen (im
doppellogarithmischen MaRstab) werden so verschatzss sie eine einzigéasterkurvebilden.

8.4.10 Prony-Reihen

Die mit den oben genannten Methoden erhaltene Mastee unterscheidet sich wesentlich
von der Relaxationskurve in dem oben beschriebem@achen Modell aus einer parallelge-
schalteten Feder und einem Maxwell-Element. Derrgdoey vom groRen ,Glasmodul“ bei
sehr kleinen Zeiten zum kleinen ,Gummimodul“ benisgrof3en Zeiten findet in realen Elas-
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tomeren nicht in einem engen Zeitintervall uratatt, sondern erstreckt sich tber mehrere
GroRRenordnungen in der Zeit. Daher muss das Madegkpasst werden.

10000 Standardmodell

63 39
§ En

~

1000 h
AL
. .
\ \ Experimentelle Kurve
I

| \ ~h ___.(

1,00E-12 1,00E-08 1,00E-04 1,00E+00 1,00E+04 1,00E+08 1,00E+12
log Zeit t [s]

—_
[=1
(=]

f=}

log G-Modulus [MPa]

Abb. 8.20 Doppellogarithmische Darstellung des zeitlich algigen Schubmoduls fir das einfache
rheologische Modell (durchgezogene Kurve) und eaias Elastomer.

Eine Anpassung kann erreicht werden, indem mah eitsgs Maxwell-Elements mit einer
Relaxationszeit eine Reihe von Elementen mit verschiedenen Retmszteiten parallel zu-
einander schaltet (Abb. 8.21). Durch eine ausreidhgro3e Zahl von Maxwell-Elementen
lasst sich jede Relaxationsfunktion ausreichend apliilden. Dieses Modell nennt man
Prony-Reihe

Abb. 8.21 Prony-Reihe.

Die Relaxation des -Moduls wird in diesem Modell gegeben durch
N
G(t)=G+> GE". (8.77)
i=1

Man kann diese Gleichung auch auf eine Integnaifeerallgemeinern:
Gm=g+qjqn@’d. (8.78)

Der komplexe Schubmodul ist gegeben durch

S wr?
Slo-6+ S0 2
(8.79)

Ny

_wr
(@)= 2L

oder in der Integralform
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, LF} a)22
G(a)=G+ G mdnd,

(8.80)

Statt einer fur ein Maxwellsches Element chara&teghen exponentiellen Abnahme der
Spannung mit der Zeit findet man bei vielen Elasgttan eine Abnahme, die durch eine Po-
tenzfunktion beschrieben werden kann. Um eine soR&laxationsfunktion zu beschreiben,
muss auch die Gewichtsfunktiag(z) in den Gleichungen (8.78) und (8.80) als Poterkzfun

tion gewahlt werdeng 7( )l 7~°. Die Relaxationsfunktion wird dann durch die Wekl Pa-
rameterG,, G, s,7, undr, vollstandig parametrisiert.

Zur lllustration berechnen wir die Relaxation dehi@$moduls in einem Modell mit den
folgenden Parameter@, =1, G, =1000, .., 7, =10°, g(r) =7,r >. Einsetzen in (8.78) liefert

G() =G, +%(e_fz - éﬁ]. (8.81)

log(t)
Abb. 8.22 Zeitlich abhéngiger Schubmodul laut (8.81).

Das Ergebnis ist in der Abb. 8.22 dargest®lan sieht, dass im mittleren Bereich, zwischen
I, <t«r,, die Abhangigkeit im doppellogarithmischen MaR3siabar mit der Steigung -1

ist: Die Spannung nimmt in diesem Bereich nachreif®tenzgeset® I t™ ab.
FUr den Frequenzgang des komplexen Moduls erhaiten

G'(w)=G+ C-:irlf%dr = G+ Gur,(arctanwr ,~ arctanr )
R (8.82)

2 1+ a’r?
G"(w)=1Gr,win| 2% L

(siehe Abb. 8.23). Im mittleren Frequenzbereidh, <« w< 1/1, gilt:

G'(w)=G, +%TGlrlw
G"(w) = Gor, In(1/ wr,).

(8.83)
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log(G)
log(G")

4 3 2 1 0 1 2 3
log(®)
Abb. 8.23 Real- und Imaginarteil des frequenzabhéngigen Modath Gleichung (8.83)

Aufgaben

Aufgabe 1: StofRRzahl fur ein viskoelastisches Matal. Ein Block aus einem
viskoelastischen Material sto3t gegen eine starendVmit der Geschwindigkeiv, und
springt wieder ab mit einer kleineren Geschwindigke. Zu bestimmen ist die Stof3zahl
e=\/\. Der Block soll vereinfachend als eine starre Mass mit einer Feder-Dampfer-

Kombination (Steifigkeitc, Dampfungskonstantg), wie in Abb. 8.24 gezeigt, modelliert
werden.

0
—

n YWY

Abb. 8.24 Modell eines viskoelastischen Blocks beim Zusamnodhmit einer Wand.

Losung:Ab dem Zeitpunkt des ersten Kontaktes haben wmigginem gedampften Oszilla-
tor zu tun. Die Bewegungsgleichung lautet

mx+7 X+ cx=0
oder
X+20%X+af x=0
mit 20 =77 /m und «f =c/ m. Die Anfangsbedingungen lautetf0) = 0 und %(0) = v, . Die

Lésung der Bewegungsgleichung mit den gegebeneangsbedingungen lautet:

R VA o
X()==2e%sinwt, x(t)=-=2e*(-Jsindt+ & cosot)
@ @

mit &=./af —J° . Der Block bleibt im Kontakt mit der Wand solandje Druckkraft auf die

Wand F =7x+ cx positiv bleibt. Der letzte Kontaktzeitpunktbestimmt sich aus der Glei-
chung
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20%(t )+ af X(f ) =L €[ (28" +af ) sindot + D@ cosot | = (
w
Daraus folgt
tanéat” :ﬂ

af -20%°
Die Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt ist gleich
oy Vo ot P o,
x(t)y=—e (—Jsma)t+a)coswt).
@

Die StofRzahl berechnet sich somit zu

(1" nJ -26%)-arctan222_
e= ‘X(t )‘ :—% e® ‘—5sind)f +&)coscbf‘ = e‘{m(&g e “;'2‘52]
v, @
mit
11, é>0
H(a—{o, e

Diese Abhangigkeit ist in Abb. 8.25 gezeigt.

1

0.8 1

0.6 4

(&

0.4 1

0.2 4

0 1 2
o/,
Abb. 8.25 Abhangigkeit der Sto3zahl vom Dampfungsgrad ddseilsstischen Materials.

Aufgabe 2: Messung des komplexen G-ModulsEine einfache Methode zur Bestimmung
des Speicher- und Verlustmoduls von Elastomeretetbaas Torsionspendel (Abb. 8.26).
Hierbei wird eine zylindrische Probe mit dem RadRisnd der Langé aus einem Elastomer

an einem Ende fest eingespannt und am anderen reihd@nem Rotationstragheitsmoment
© verbunden. Das Pendel wird zum ZeitpubhktO aus dem Gleichgewicht ausgelenkt und
losgelassen. Aus der gemessenen Schwingungsfrequehbampfung sind der Speicher-
und Verlustmodul zu bestimmen.

Losung:Fir das Torsionsmoment eines elastischen Stalbes gi

wobei | ; das polare Flachentragheitsmoment des Querschatitts
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Bei einer periodischen Anregung mit der Kreisfrequev gilt diese Gleichung auch fir ei-
nen Stab aus einem Elastomer, w&yh durch

Gp=Gp+Z g
w

ersetzt wird. Das sieht man daran, dass dieser rAciscbei einer komplexen Anregung

P(t) = 9,€“ genau das Produkt aus dem komplexen Modul und\dendrehungswinkel lie-

fert: Gp =(G'(w)+iG'(w))¢#. Somit lautet der Drehimpulssatz fur das Rotatidigheits-
moment
G"

I I
Op+->—g+-LG¢=0.
| w I
Diese Gleichung beschreibt eine gedampfte Schwigpguihder Kreisfrequenz
o= /I G’
ol

und dem logarithmischen Dekrement

B | pG n
2w

FUr den Speicher- und Verlustmodul ergibt sich

: [e17; y 210wd
G(a))=|—, G"(w)= —

p p

Verschiedene Frequenzen lassen sich durch Andelesmd ragheitsmomente® ,abtasten”.

logg
elektromagnetische |:| |:|
Winkelmessung

Rotations- !zzDzzzzzzzzzzz zzzzzzzzzzDzzz

tragheitsmoment

Klemme %&'
Thermal- [
kammer

Probe

Klemme 421;

Abb. 8.26 Aufbau eines Torsionspendels zur Messung des kowpl€-Moduls.
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8.5 Gummireibung und Kontaktmechanik von Gummi

Die Natur der Reibung zwischen Gummi und einerdmadnterlage ist von grof3er Bedeutung
fur viele technische Anwendungen. Gummireibung rscteeidet sich wesentlich von der
Reibung von ,harten* Stoffen wie Metallen oder Keiken. Vor allem durch die Arbeiten
von Grosch (1962) wurde klar, dass die Gummireibsely eng mit der inneren Reibung im
Gummi zusammenhangt. Das wird unter anderem dadhastétigt, dass der Reibungskoeffi-
zient eine Temperaturabhangigkeit aufweist, die aeit Temperaturabhangigkeit des kom-
plexen Schubmoduls korreliert. Dies ist ein Zeickeffiir, dass die Gummireibung eive-
lumeneigenschafst.

8.5.1 Reibung zwischen einem Elastomer und einarsn rauen Oberflache

Man kann die Reibungskraft auf zweifache Weiseilmesen — entweder durch eine direkte
Berechnung der tangentialen Kraftkomponenten umendslittelung oder durch Berechnung
der Energieverluste, die durch Materialdeformatvenursacht werden. Ist bei einer makro-
skopisch gleichmaRigen Bewegung mit der Geschwieiligr die EnergieW pro Sekunde
dissipiert, so kann die gesamte Verlustleistung woakroskopischen Gesichtspunkt der Rei-
bungskraft zugeschrieben werden, somit gilt

W = F,v. (8.84)

Die Reibungskraft bestimmt sich daraus als Verigtler Verlustleistung zur Gleitgeschwin-
digkeit

W

FRV

(8.85)

In einem Kontakt zwischen einer starren Oberflaohe einem Elastomer kann Energie nur
durch Deformation des Elastomers dissipiert werders diesem Grunde spielen die Rauig-
keiten der starren Oberflache und der OberflaclseEdastomers vollig verschiedene Rollen.
Das wird durch Abb. 8.27 illustriert. Gleitet einaBtomer auf einer glatten starren Ebene
(Abb. 8.27 a), so gibt es keine zeitliche Anderdeg Deformationszustandes des Elastomers
und somit keine Verlustleistung: Die Reibung iseigh Null. Gleitet dagegen ein glatter
Elastomer auf einer rauen Oberflache (Abb. 8.23dbhangt der lokale Deformationszustand
einzelner Bereiche des Elastomers von der Zeitrabdie Energie wird dissipiert. Daraus
folgt, dass fur die Elastomerreibung die Rauigkleit Oberflache des Elastomers nur eine ge-
ringe Rolle spielt: Die Reibung wird im Wesentliohéurch die Rauigkeit der starren Ober-
flache bestimmt. Im Weiteren betrachten wir daherReibung zwischen einer rauen starren
Oberflache und einem Elastomer, dessen Oberflagh@sweben annehmen.

ENUNI N

Abb. 8.27 (a) Ein rauer Gummiblock auf einer glatten stafeene und (b) ein glatter Gummiblock auf einer
rauen starren Ebene.

Wir wollen die Deformation und Energiedissipatiom Elastomer berechnen. Dabei benut-
zen wir Ergebnisse aus der Kontaktmechanik rauari@cohen. Wird die raue Oberflache
durch den quadratischen Mittelwdrtder Hohenstreuung von “Kappen” und einem Mittel-

3V. L. Popov, Kontaktmechanik und Reibung, 2010
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wert R der Kruimmungsradien der Kappen charakterisiergilsdiir die mittlere Kontaktfla-
che eines Asperiten

AA= RI. (8.86)
Der charakteristische Durchmesser eines Mikrokdaasaist demnach gleich
r=</DA=+RI . (8.87)

Bei einer Gleitgeschwindigkeit wird ein Bereich mit den charakteristischen Auseref? in
der Zeit

N @ (8.88)

t=

<=

.uberfahren”. Die fur diesen Prozess charaktedkgs Frequenzen haben die GréRenordnung

w=i=Y. (8.89)
t r
Fur den mittleren Druck in Mikrokontakten gilt
(o) =F—£ =k 'E'Dz (8.90)

mit x = 2. Mit [z bezeichnen wir den quadratischen Mittelwert derdgsing der Oberflache
Oz=(2%). (8.91)

Der effektive Elastizitatsmodul fir Gummi ist gleic
. E _21+v)G
E = 2~ 2
1-v 1-v
Da der Schubmodul frequenzabhangig ist, muss i80f8die charakteristische Frequenz
(8.89) eingesetzt werden:

4G. (8.92)

(o) =4Kk™

6(a)|0z. (8.93)

Dabei haben wir deBetrag des frequenzabhangigen Moduls eingesetzt, dadiirZzlisam-
menhang zwischen den Amplituden der Spannung un®e®rmation der Betrag des kom-
plexen Moduls maf3geblich ist. Zur Berechnung deergiedissipation im Einheitsvolumen
eines Mikrokontaktes benutzen wir die Gleichung
P=talo) o2
G(@)

(8.94)

aus dem vorigen Kapitel. Multipliziert mit der Teefles wesentlich deformierten Volumens
=r ergibt sie die Verlustleistung pro Flacheneinhgit bezogen auf die Normalspannung
den Reibungskoeffizienten:

_ G"(v/r)

= zm. (8.95)

U

4 Gummi kann als praktisch nicht kompressibles Medangenommen werden. Dementsprechend ist diedPeZshl in guter Na-
herung gleichv =1/2.
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& ist hier ein dimensionsloser Koeffizient der Gna@elnung 1, der durch eine genauere Be-
rechnung zu ermitteln ist. Numerische Simulatioreigen, dasg =1 ist.

Im mittleren Frequenzbereich qilt fir viele Gummmeoa G"> G . Daraus folgt
G"(v/r)
G(v/ r)‘

=1. FUr den Reibungskoeffizienten gilt dann

H=0z. (8.96)

Im mittleren Frequenzbereich erhalten wir somit gahr einfaches Ergebnis: Der Reibungs-
koeffizient ist gleich dem quadratischen Mittelwddr Steigung der Oberflache. Dieses Er-
gebnis hat eine einfache physikalische Bedeutuiegiulch Abb. 8.28 illustriert wird: Fir ei-
nen rein imaginaren Schubmodul kann das Mediumesdcaimgedriickt werden, relaxiert aber
nur langsam zurlck, so dass sich die Kontaktkordition ergibt, die qualitativ in Abb. 8.28
gezeigt ist. Da der Gummi aus diesem Grunde Ubeuwllauf einer Seite der Rauheitserho-
hungen im Kontakt mit der Unterlage ist, ist eg ktklass der Reibungskoeffizient, den wir als
Verhéltnis der horizontalen Kraft zur Normalkra&fehieren, in etwa der mittleren Steigung
der Oberflache in Kontaktgebieten gleich ist. Wienerische Simulationen zeigen, kann die-
se fur zufallig raue Oberflachen in Zusammenhangder mittleren Steigung der Oberflache
gebracht werden, wodurch sich (8.96) ergibt.

—_—
Vv

T T N

Abb. 8.28 Viskoelastisches Material im Kontakt mit rauer (ldahe.

G'(vlr)
G(v/ r)‘
immer kleiner oder gleich 1 idDer Reibungskoeffizient kann daher nie grofl3er weals die

mittlere Steigung der Oberflaché&lr das ,Standardmodell* fir Gummi, bestehend aosre
Feder und einem Maxwellschen Element, ist der #agqabhangige Modul unter Bertcksich-

tigung vonG, < G, gleich

Untersuchen wir ausfihrlich die Gleichung (8.95)s Arstes bemerken wir, da

G +inw

—, (8.97)
G, +inw

G(w) =G,

Fir den Reibungskoeffizienten erhalten wir mit /G,
wr

o J+(@ry)((er6,) +(ar)?)

Oz

_ (8.98)
v/iv

Lz
Ja+@ivy)((are) +(vy)

wobei hier die charakteristische Geschwindigkeit

V= (8.99)

N | =

5 Das gilt in dem hier betrachteten Kontakt ohne dsibn.
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eingefuhrt wurde. Die Abhangigkeit (8.98) ist inAlB.29 dargestellt. Fur Geschwindigkei-
ten im Intervall V(G / G,) < v<'V bleibt der Reibungskoeffizient ungefahr konstantl u
gleich Oz. Zu bemerken ist aber, dass dabei die in Mikrokktein herrschende Spannung
sich laut (8.93) vono, =4x7'G,0z bei kleinen Geschwindigkeiten bis, = 4x7G,0z bei

grofRen Geschwindigkeiten andert. Bei groRen Gledige@indigkeiten ist daher das Material
in Mikrobereichen stéarker beansprucht.

1.0 1

0.8

0.6 1

n/Vz

0.4 1

0.2

0

5 4 3 2 -1 0 1 2
log (v/V)

Abb. 8.29 Abhangigkeit des Reibungskoeffizienten von der @schwindigkeit im ,Standardmodell* mit
G,/ G, =10".

FUr das rheologische Modell mit einer kontinuidréa Verteilung von Relaxationszeiten,
welches im vorigen Kapitel untersucht wurde, edraltir

G'(&) = G, + Gr,@(arctanfr, ) arctanfr, ))
2 1+(a)rl)2J (8.100)

1
G"(W) ==Gr.wln| = .
(@ =G, [leh(@rz)z

Der entsprechende Reibungskoeffizient als Funktaer Gleitgeschwindigkeit ist in
Abb. 8.30 dargestellt. Anders als im Standardmokietin der Reibungskoeffizient in einem
realen Gummi bei einer Geschwindigkeitsanderung memrere Zehnerpotenzen ungefahr
konstant bleiben. Im ,Plateaubereich” ist er autkliesem Fall ungefahr gleich der mittleren
Steigungiz der Oberflache.

Auch die Temperaturabhangigkeit des Reibungskaeffien wird durch die Temperatur-
abhangigkeit des komplexen Schubmoduls bestimng: FAInktion vonlog(v) verschiebt

sich die Kurve {-..) in der gleichen Richtung und um den gleichetr&y wie der frequenz-

abhangige Schubmodul. Diese Eigenschaft wird beiMissung des Reibungskoeffizienten
zur Konstruktion vorMasterkurverbenutzt — auf die gleiche Weise, wie bei der ,Masgsu
des frequenzabhangigen Schubmoduls. Dadurch kamnGeachwindigkeitsbereiche erfas-
sen, welche einer direkten Messung nicht zugangiclkl. Bei Temperaturerhbhung ver-
schiebt sich die Kurve nach rechts (in den Beregai groReren Geschwindigkeiten). Eine fir
eine bestimmte Temperatur erstellte MasterkurveZusammenhang mit der WLF-Shift-
Funktion bestimmt somit den Reibungskoeffizientan lbeliebigen Temperaturen und Ge-
schwindigkeiten. Experimentelle Daten (Masterkujvéin zwei Elastomere sind in Abb. 8.31
dargestellt.
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0 T T T T T
S50040 030 20 -] 0 1

log (v) a.u.

Abb. 8.30 Reibungskoeffizient als Funktion der Gleitgeschugkdit fir die Prony-Reihe nach Abb. 8.21 und
den diesem Modell im Unterkapitel 8.4 zugeordn®&arametern.

.«.?wz..\ ‘1\’\\
2 '.‘/.' .‘.‘1\ P ..J' *e .'\
=1 J =1 K A
! g Y X
E / % 5 \
. 5 T -.[.. i:' fg ] ..S \
= | £ b = f h
i E 5 14
& K \ R &
/ .\}-. . . ..-v*‘) d
_."(. .“\‘-"-.n..u.u.
0 : : 0 : : :
-4 0 8 0 4
log (z(T)v) log (t(T)v)

Abb. 8.31 Experimentelle Daten von Grosch fur die Abhangigkdés Reibungskoeffizienten von zwei
Gummisorten auf verschiedenen Unterlagen (K. A.sGnp The relation between the friction and visastit

properties of rubber. Proc.Roy.Soc., A2 74, (19883)

8.5.2 Rollwiderstand

Auch bei reinem Rollen ohne Schlupf gibt es im kalh Elastomeren Energiedissipation und
den damit verbundenen Widerstand. In der Regedsdsgewiinscht, dass sich dieser Wider-
stand minimiert, wahrend die Gleitreibung gleichigemaximiert wird. Das ist moglich, da
der charakteristische Frequenzbereich fur dasédleit,,.,~Vv/A (wobei A die charakteris-

tische Wellenldnge der Rauigkeit der Stral3e vorGtéRRenordnund.0—1004m ist) und die
charakteristische Frequenz fir Rollen,,.,=Vv/a (a ist der Kontaktradius von der Gré3en-

ordnung 5 cm) sich um zwei bis drei Grél3enordnangeterscheiden. Fir den Normalbe-
trieb eines Rades ist es erwiinscht, dass in denuénezbereicha,,,., der Verlustmodul

groRer als der Speichermodul i€3" = G', wahrend in dem Frequenzbereiah,,., umge-
kehrt G" < G' gilt (Abb. 8.32).
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Abb. 8.32 Frequenzabhangige Speicher- und Verlustmodule fiir imm Unterkapitel 8.4 beschriebenes

rheologisches Modell eines Elastomers. Damit delwRierstand klein und die Gleitreibung grof3 (und

konstant) bleiben, mussen die Betriebsbedingungen gewéhlt werden, dass die fur das Rollen
charakteristischen Frequenzen im linken hervorgeheb Frequenzbereich liegen und die fur das Gleiten
charakteristischen Frequenzen dem rechten hervobgelen Frequenzbereich entsprechen.

In dem Frequenzbereich, in dem die beim Rollen geefite Bedingun@" <« G’ erfllllt ist,
hangt der Speichermodul praktisch nicht von degieaz ab und fallt mit dem statischen
Modul G, zusammen. Wir kbnnen daher in erster Naherunghanee, dass wir es mit ei-
nem rein elastischen Hertzschen Kontakt zu tunthabe

Die Energieverluste beim Rollen kénnen wir absad@tandem wir das Rollen als ,konti-
nuierliches, wiederholtes Aufstellen” eines Radesrdchten. Beim Rollen einer Kugel mit
dem RadiusR auf einer starren Ebene gelten fur die NormalkFaftund fir den Kontaktra-

dius a die Hertzschen Beziehungen:

Fy o G G R? d"?, (8.101)
3 3
a’=Rd, (8.102)
wobei d die Eindrucktiefe ist. Die charakteristische Frenogischatzen wir mit
w=Y (8.103)
a

ab, die Amplitude der Deformation mit

6, = d (8.104)
a
Fur die Verlustleistung in einem Einheitsvolumehadten wir
2
p=luerc(w= EX(EJ G (l’j (8.105)
2 2a\ a a
und fir die Verlustleistung im gesamten Kontaktvodun ~ (2a)3
W= v G Gj . (8.106)

Indem wir die Verlustleistung durch die Geschwirkdig dividieren, erhalten wir die Wider-
standskraft
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F, =~ 4d2G" (Xj . (8.107)
a

Bei kleinen Frequenzen ist der Verlustmodul immepprtional zur Frequenz und kann da-
her in der Form

G"(w) =77w (8.108)

geschrieben werden, wobgi die dynamische Viskositat bei kleinen FrequenaénFHlr die
Widerstandskraft ergibt sich

2
_(a*)(v)_ @&
F = 23 =2y, 8.109
(L (Y=g (8.109)
Mit dem Hertzschen Ergebajsias wir mit den hier benutzten Bezeichnungeremrbrm
58 = SRR (8.110)
16G,
umschreiben, erhalten wir fur die Widerstandskraft
F=p S V_ g 3W (8.111)
4G, R 4 R
und far den ,Rollreibungskoeffizienten*®
Py 3V (8.112)

luRoIIen FN 4 R !

wobei 7 =77 /G, die Relaxationszeit des Elastomers ist. Diese @Gleig ist bis zu einem di-

mensionslosen Koeffizienten der Grol3enordnung figgiDie Rollreibung ist demnach pro-
portional zum Produkt aus der Rollgeschwindigkeitl wer (gréf3ten) Relaxationszeit von
Gummi und umgekehrt proportional zum Krimmungsradier Kugel.

8.5.3 Adhasiver Kontakt mit Elastomeren

Bisher haben wir angenommen, dass es keine adhdsnéte zwischen Elastomer und star-
rer Oberflache gibt. Bei ausreichend glatten OBehfén ist dies nicht der Fall. Betrachten wir
nun einen adhasiven Kontakt zwischen einer staftggel und einem Elastomer mit ebener
Oberflache (Abb. 8.33). Der Rand des Kontaktes kdarRissspitze betrachtet und behandelt
werden. Im Gleichgewicht kann das Elastomer als ein eelsér Kérper mit dem statischen
SchubmodulG_ und einem effektiven Elastizitatsmodul

2G| 26, 0 (8.113)
1-v (1-v)
angenommen werden. Im Gleichgewicht gilt fur desaumenhang zwischen der Normal-
kraft F, und dem Kontaktradiua die JKR-Gleichung:

6 Die urspriingliche Theorie von Johnson, Kendall Rotierts basierte genau auf dieser Analogie.
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4a (gyma)”
F, =E*| 22 | & , (8.114)
3R E*

y ist hier die effektive Grenzflachenenergie, d.he @ur Erzeugung einer Einheits-

Grenzflache erforderliche Energie. Die Bedingund.18) konnen wir in einer Form darstel-
len, in der es bequem ist, den Kontaktrand als Rissspitze zu behandeln. Zu diesem Zwe-

cke 16sen wir zunachst die Gleichung (8.114) ngclauf:

. 4E'ZY 1
=|F, -= . 8.115
4 ( " 3 R j g’ E ( )

Da die effektive Oberflaichenenergje gleich der Streckenlast ist, die versucht, ,dessRiu

schlie3en®, d.h. die Grenze des Risses so zu velsain dass der Kontaktradius gréf3er wird,
kénnen wir die Gleichung (8.115) als eine Gleichigbtgsbedingung fur Linienkrafte an der
Rissspitze interpretieren. Auf der linken Seitenstlie Linienkraft, die durch van-der-Waals-
Kréfte zwischen den Oberflachen bedingt ist. Auf dechten Seite soll sinngemalfd die Li-
nienkraft stehen, die sich aus den elastischenrBeftonen des Kontinuums ergibt und in
entgegengesetzter Richtung wirkt. Indem wir dientecSeite der Gleichung (8.115) nmt
bezeichnen

* 2
4E @ 1
D=|F,——= 8.116
( " 3R j 8ra’ E ( )
kénnen wir die Gleichgewichtsbedingung in der Form
y =D (8.117)
schreiben.
R
starre Kugel
[ /,
Ta T
Elastomer

Abb. 8.33 Kontakt zwischen einer starren Kugel und einem tBrasr. Die Kontaktgrenze kann als ein Riss
betrachtet werden.

Die Differenz D-) kann als ,treibende Kraft* fur die Rissspitze letitet werden. Im
Gleichgewicht verschwindet sie. Andert sich die NNalkraft, so ist die Risslinie nicht mehr
im Gleichgewicht. In einem rein elastischen Korpgirde sich der Riss unter Einwirkung ei-
ner konstanten ,Kraft‘D - )" beschleunigen bis er eine Geschwindigkeit von @lgifzen-
ordnung der Geschwindigkeit von Oberflachenwell@nelastischen KontinuunR@yleigh-
Wellen erreicht hat. In einem viskoelastischen Korpendvar aufgrund der intensiven Dissi-
pation eine endliche Geschwindigkeit erreichen.ddeer langsamen Bewegung zeigt es sich,
dass der grofite Teil des Kontaktgebietes als tagtigch betrachtet werden kann. Die gesam-
ten Energieverluste sind dagegen nur einer reld¢imdén ,Prozesszone” an der Rissspitze zu
verdanken. Maugis und Barquins haben die folgemuktikche Gleichung vorgeschlagen, die
die effektive Streckenladd — ) mit der Fortschrittsgeschwindigkeit des Risses verbindet:

D-y =yo(r(T)v), (8.118)
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wobei 7(T) die Williams-Landel-Ferry-Funktion ist. Die dimeosslose Funktiorﬂ)(r(T)v)

hangt im mittleren Geschwindigkeitsbereich typiselese nach einem Potenzgesetz von der
Geschwindigkeitv ab:

o (r(T)v)=a(T)V. (8.119)

Die Potenzn liegt typischerweise zwischen 0,25 und 0,7. AlssBiel ist in Abb. 8.34 die
Funktion @ fir Glaskugeln auf Polyurethan gezeigt. Die Glaemden (8.118) und (8.119) er-
lauben, die Kinetik der Adh&sionsprozesse untesoleedenen Beanspruchungen zu untersu-
chen (s. z.B. Aufgabe 3 zu diesem Kapitel).

103
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Rissgeschwindigkeit (Lm/s)

Abb. 8.34 ‘“Dissipationsfunktion” ® als Funktion der Rissausbreitungsgeschwindighit Glaskugeln auf
Polyurethan fur zwei Krimmungsradien und zwei Terapgen. Die gleiche Masterkurve erhalt man auch au
Peeling-Experimenten mit verschiedenen Stempelis: Rarquins, M, ,Adherence, Friction and Wear obRu

ber-Like Materials*, Wear, v. 158 (1992) 87-117eDjezeigte Abhangigkeit kann mie =10C{v /v,)"* und
Vv, =1 um/ s approximiert werden.

Aufgaben

Aufgabe 1: Eine starre Oberflache sei eine Superpositionzveei Zufallsfunktionen, die ei-
ne mit einem charakteristischen Wellenvektpund dem quadratischen Mittelwert der Stei-

gung Oz, die andere mit einem charakteristischen Welletorek, > k und dem quadrati-
schen Mittelwert der Steigun@lz,. Zu bestimmen ist der Reibungskoeffizient zwischen
dieser Oberflache und einem Elastomer.

Losung: Wir wissen, dass die Beitrage zum Reibungskoeffizvon verschiedenen Skalen
additiv sind — solange die Beitrage einzelner Skaiel kleiner als 1 sind (praktisch kleiner
0,3).

Untersuchen wir zunachst eine raue Oberflache iméne charakteristischen Wellenvektor
k, und der Streuung der Wellenvektoren von der g&idBrof3enordnung. Die Rauigkeit und

die Hohenstreuund, bei einer Oberflache mit solchen spektralen Eigeafen haben die
gleiche GrélRenordnunf =h,. Den Krimmungsradius der Maxima konnen wir abstrit
indem wir die Flache lokal alg = h cosk x= q( -1 K )%) darstellen. Die Krimmung in ei-
nem Maximum hat die Gr('jBenordnung:| Z’(0)| = hK. Der charakteristische Durchmes-
ser eines Mikrokontaktes wird mit
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_ 1
rJ_nklki

abgeschatzt und ist demnach von derselben Grodanmaydvie die charakteristische Langen-
skala der Welligkeit der Oberflache: §, / 277, wobei A, die charakteristische Wellenlange
ist).

Gabe es nur eine Skala mit dem charakteristischelteWektork, , so kénnte zur Berech-
nung des Reibungskoeffizienten die Gleichung (8@5jutzt werden, die wir in die Form

Gk
H=Ha %G(qu)l

umschreiben. Sind Unebenheiten in zwei Skalen vatbia, so summieren sich die Beitrage
zum Reibungskoeffizienten (solange diese Beitrégeetn viel kleiner als 1 sind) zu

ﬁ_}E"('ﬁ G(ky
= =[] .
H= [+ [, =127 G(k ) | Uz, G(Ig\)|

Aufgabe 2: Zu bestimmen ist der Rollwiderstandskoeffizientesirstarren Rades auf einer
elastischen Schicht, die aus einer Reihe von gieidllementen besteht (,Winklersche Bet-
tung“, s. Abb. 8.35). Jedes Element soll aus eester (Steifigkeitcdx) und einem parallel
geschalteten Dampfer (Dampfungskonstante) bestehen.

zA der erste
der letzte I Kontaktpunkt

Abb. 8.35 Ein starres Rad wird unbeweglich gehalten. EineetRlatte mit darauf geklebter viskoelastischer
Schicht, die hier als Winklersche Bettung moddlligird, wird nach links mit der Geschwindigkeit bewegt.
Die ,Eindrucktiefe” ist konstant und gleicth .

Losung:Die Form des Rades in der Nahe des Kontaktpumdpsoximieren wir mit

X2

_d+_
2R

wobei d die Eindrucktiefe ist. Fir die Steigung im Punkiergibt sichtand =z = x/R. Ei-
ne Bewegung der Unterlage in der negativen Richtaiigder Geschwindigkeiv fihrt zu
einer Federbewegung in vertikaler Richtung mit @eschwindigkeitz=-vZz=-vx F. Die
auf die Scheibe seitens der Feder wirkende Kraffiésch

2
dF, =(-cz-072 dx=(- c2J Vi d;{— (& ﬁIX—J+5D—)\(f]
2R R

Die z-Komponente der Gesamtkraft berechnet sich zu

g
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und die x-Komponente der Gesamtkraft zu

a 2
Fw:j—cfﬁ+3LJ+mml-5dx
! 2R R/ R

wobei mit a die Koordinate des ersten Kontaktpunktes rechdsrai x, die Koordinate des

letzten Kontaktpunktes links bezeichnet wurde. Ro®rdinatea berechnet sich aus der Be-
dingungz=0, und x, aus der BedingundF, =0. Daraus folgt:

=2Rd und x, = - 2Rd+(V5j + Y0

c c

Durch die Substitutionf = x/~/2Rd bringen wir die Ausdriicke fuF, und F, in die fol-
gende Form

FN = QU2 Rllzds/zcj (1_52_'_ KE) o,
&

ﬁ=%%ﬂkﬁ+@ﬁ&,
&

mit den Bezeichnungen

_ 20y 200y
- Cdl/z RY2 - ca

T

Der Widerstandskoeffizient berechnet sich zu

SOk
H F R

Betrachten wir zwei Grenzfalle:
(@) xk<«1. sehr kleine Geschwindigkeiten. In diesem Falltegel die N&herungen

Fy :gzl’zR”zdwc, F, =gd2c1(. Fur den Widerstandskoeffizienten ergibt sich

und

(1-¢ +x¢)éde

Dd""—ul—'

J-eene)as

o

MR TR R
mit 7 =J/c (man vergleiche dieses Ergebnis mit der Absch@t£8ri12)).
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(b) k> 1: sehr gro3e Geschwindigkeiten, bzw. Fahren awdrdliissigen Schichtq=0). In

3/2 3/2
diesem Fall gelten die Naherungép =dvd, F,, :% d Rlim/

’u:ﬁ( FN jllzl
3 {OVR

Aufgabe 3 Zu bestimmen ist die Kinetik des ,Abreil3proze$saraer Kugel im Kontakt mit
einem Elastomer, wenn die Kugel sich wor 0 ohne Belastung im Gleichgewichtszustand

befand und zum Zeitpunkt=0 eine Kraft F, :—FA:—gy*nR, F, =—1,50F, oder

. Fur den Widerstandskoeffi-

zienten ergibt sich

F, =—2[F, angelegt wird. Zu benutzen sind die folgenden Bak=2 mm, E =10 MPa,
y =0,05 J/m, ®=100v/v,)"", v, =1um/s.

Losung:Die Aufgabe wird mit der Gleichung (8.118) gelddie wir in der folgenden Form
schreiben:

D-y =10y (v/v)™.
Mit den Bezeichnungen

F, :gny*R (in unserem Fakk 0,47 10 |

fur die Adhéasionskraft und

* 1/3
a, :(9 yzilizj (in unserem Fa# 6,96 10 1

fur den Gleichgewichtsradius ohne Belastung kann dha ,StreckenlastD in der folgen-

den Form darstellen:
2
5o y* li(ﬁjm _(ETIZ |
4F,\ a 3,

Vor dem Zeitpunktt =0 herrscht Gleichgewicht ohne Belastung und der &knadius ist
gleich a,. Ab dem Zeitpunkt =0 gilt die Gleichung

1F 803/2 a3/22 V0.5
g i . U ) -y =10y | —| .
O RN

Daraus folgt fur die Geschwindigkeit

12
7 Beim Ubergang zu einem dreidimensionalen Syster isurch 47 zu ersetzeny = %[E—F:J .
nv
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2 2
yo_da_ v 15(&)3’2__61” .
dt 100|| 4F,\ a &

In den dimensionslosen Variablér a/ g undt =tv,/100a, erhalten wir die Gleichung

_d_?': Eia—3/2_a3/2 -1
dt || 4F,

mit der Anfangsbedingung =1 fiur £ =0. Ergebnisse einer numerischen Integration dieser
Gleichung flr drei verschiedene Verhaltnigsg/ F, sind in Abb. 8.36 dargestellt.

1

0,8

0,6

ala

0,4

0,24

tv,
100a,

Abb. 8.36 Abhangigkeit des Kontaktradius’ von der Zeit beisghiedenen Normalkréften.

Fir F, =-F, strebt das System fiir— o in einen Gleichgewichtszustand. Die Normalkraft
F. =—1,50F, entspricht bereits einer tberkritischen Abreil3krBfe Kugel springt nach der
Zeit ~1,410@, A, = 9710 ab





